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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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ГЛАВА I 



Основныя понят1я и теоремы. 

§ 1. Понят1е о в'Ьроятвостя связано съ тЬии вопросаш, на 
которые мы иожеиъ отвечать только тавъ: должно быть 

либо Ау либо Б, либо С, . . . . , либо Р^ либо О. 

Для однообраз1я и краткости условимся называть 

Лу Б^ С, .... у Ру Оу 

в 

появляющ1еся въ отв^тй на какой нибудь вопросъ, событгями 
или случаями независимо отъ содерасан1я вопроса. Совокупность 
же УСЛ0В1Й, при которыхъ вопросъ получаетъ определенное 
решенье, будемъ называть испытангемг. 

Если бы эта совокупность была изв^&стна, то было бы из- 
вестно, какое именно изъ собьтй 

Ау Ву С, . • . . , Ру в 
жиЪеть м^сто. 

Но вместо Нёя известны только некоторый УСЛ0В1Я испы- 

тан1я. 

Заметимъ, что известныя условгя часто можно разсматри- 
вать какъ постоянныя для многихъ испытан1й, а неизвестный 
какъ переменный, отличающхя испытан1я другъ отъ друга. 
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Тогда наши сужден1Яу основанныя только на изв^стныхъ 
услов1яхъ, будутъ одинаково относиться къ каждому изъ этихъ 
испытан]й, который иогутъ сопровождаться совершенно разхич- 
ными результатами. 

СобЫТ1Я 

мы называемъ единственно возможными^ если одно изъ нихъ на- 
в']&рно должно быть. 

С!облюден1е этого услов1Я, конечно, необходимо для того, 
чтобы нашъ отв'Ьтъ, состоящ1й въ перечисленш собьтй, можно 
было признать правильннмъ. 

Мы будемъ называть собьтя 

несовмгьстнымиу если каждое изъ нихъ исключаетъ остальныя, 
такъ что невозможно одновременное существоваше какихъ бы 
то ни было двухъ изъ этихъ собьгпй. 

Эти термины не возбуждаютъ никакихъ сомн'бнхй, хотя мы 
не им^емъ в'1^рныхъ способовъ для рЁшен1Я вопроса о совм'6- 
стности или несовместности событ1й во во&хъ случаяхъ. 

Для установлен1я понят1я о в'Ьроятности, какъ о числ^&, не- 
обходимъ еще одинъ терминъ, который не возбуждаетъ сомн1- 
Н1Я только въ чисто теоретическихъ 'вопросахъ. 

Два событ1я мы называемъ равновозможнимщ если н'бтъ 
никакихъ основашй ожидать одного изъ нихъ предпочтительно 
передъ другимъ. Несколько событ1Й мы называемъ равновоз- 
можными, если каждый два изъ нихъ равновозможны. 

Въ изв'Ёстныхъ теоретическихъ вопросахъ равновозмож- 
ность разсматриваемыхъ событхй представляется нашему уму 
ВПОЛНЕ ясно; въ другихъ мы условливаемся^ как1я именно собы- 
Т1Я считаемъ равновозможными. 

Въ практическихъ же вопросахъ мы можемъ быть вынуждены 
считать равновозможными и так1я событ1я, равновозможность 
которыхъ весьма сомвительна. 
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Положимъ теперь^ что событхя 

Л, В, С,...., Р, О 

единственно возможны^ несовместны и равновозможны. Тогда 
в'Ёроятностью каждаго изъ этихъ собьтй называется дробь, чи- 
слитель которой равенъ единице, а знаменатель числу ихъ« 

Отъ этого простЬйшаго случая перейдемъ къ болЬе сложному. 

Положимъ, что единственно иозможныя и несовм-Ьстныя со- 

бЫТ1Я 

Ау В^ С, .... , Р^ Сг 

не равновозможны, но могутъ "быть разбиты на равновозмож- 

ныя, представляющ1Я частные виды ихъ. 

Пусть 

а^, а^у , а^ частные виды собьтя А, 

Ь^у бд, , Ьр частные виды собьтя 5, 

^1 > Л > • • • • > 9(й частные виды событ1я О; 

такъ что при существован1И А должно быть одно и только одно 
изъ событш 

при существоваши В должно быть одно и только одно изъ со-» 

бЫТ1Й 

^1 » ^2 » • ' • • ) ^р 

и т. д. 
Собьтя 

конечно, несовм'Ёстцы; кром'Ё того мы предполагаемъ ихъ, какъ 
бьио уже сказано, равновозможными. 

При такихъ предположен1яхъ мы назовемъ в-броятностями 

С0бЫТ1Й 

Ау В у С, • • • • , 6г 

1* 
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соотв'1тственно дроби 
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Условимся называть событхя 

^1 ) ^8 > • • • ' > ^а ' 

при которыхъ ив1^етъ и'Ьсто Л^ блаюпргятяыми для Л^ собьтя 
бдагопр1ятиыми для ^ и т. д^; в&Ь же равновозможныя собьтя 

будемъ называть собыпями или случаями соотв1^тствующиии во- 
просу. 

Установивъ эти названхя, мы можемъ Формулировать дан- 
ное нами онред'&1ен1е в']^роятности сл']&дующимъ образомъ. 

Впроятностью событгя нагывается дробь, числитель кото- 
рой предсшаеляетг число равновозможныхъ случтвъ^ благопрьят- 
ныхь этому событгю^ а знаменатель число всгьхь равновозмож- 
ныхъ случаевЪу соотвтьтствующгисб вопросу. 

На этомъ опред1&лен1и в'1роятности и будутъ основаны дадь- 
нМш1е выводы. 

По установленному нами опред1^ен1ю вероятность представ- 
ляется ращональнынъ числомъ, лежащимъ между нулемъ и еди^ 
ницей. 

Опред'бляя же в'1роятности н^^которыхъ событхй^ какъ пре- 
делы в']^роятиостей другихъ событш, мы введемъ ирращональ- 
ныя числа. О введеши въ исчислен1е в']^роятностей ирращональ- 
ныхъ чиселъ мы будемъ говорить подробнее впосл'Ьдствхи. 

Пред'1льными величинами в^^роятности различныхъ собьтй 
служатъ единица и нуль. 

В'1^роятность достигаетъ значен1я единицы для событ1й до- 
стов^рныхъ, которымъ благопр1ятствуютъ веЬ случаи, и обра- 
щается въ нуль для событ1Й невозможныхъ, которымъ не бла- 
гопр1ятствуетъ ни одинъ случай. 




и иы можемъ утверждать^ что вероятность единица указы- 
ваетъ на достов^^рность событ1я, а вероятность нуль иа невоз- 
можность его, по крайней м^р^ тогда, ^ когда эта вероятность 
установлена нрямымъ счетомъ равновозможныхъ случаевъ. 

§ 2. Для выяснешя понят1Я о вероятности какъ о числе 
обратимся къ следующему примеру, которымъ будемъ пользо- 
ваться и далее. 

Пусть взять сосудъ, содержанцй а белыхъ шаровъ съ Л« 1, 
Ъ белыхъ шаровъ съ № 2, с черныхъ шаровъ съ ]\|я 1, д чер- 
ныхъ шаровъ съ Лз 2 и не содержапцй никакихъ другихъ шаровъ. 

Изъ этого сосуда вынутъ одинъ шаръ и поставленъ вопросъ 
о цвег1, или о нумере его, или наконецъ о цвете и нумере. 

Въ данномъ случае испытанхе состоитъ вътомт, что изъ со- 
суда вьшимаютъ некоторый определенный шаръ. 

Если мы видели этотъ шаръ, то можемъ дать на поставлен- 
ный вопросъ определенный ответь. 

Если же вьшутаго шара мы не видели и известны намъ 
только вышеуказанньш обстоятельства, то на вопросъ о цвете 
шара мы ответимъ: 

либо белый, либо черный, 

указывая такимъ образомъ два возможныхъ событ1я; на вопросъ 
6 нумере шара перечислимъ также два событхя: 

Л» 1 и № 2; 

наконецъ нашъ ответь о цвете и нумере шара будетъ состоять 
въ перечислена четырехъ событ1Й: 

белый съ Лг 1, белый съ ]\|«. 2, черный съ № 1, черный съ ]\12 2. 

Останавливаясь на последнемъ вопросе, предположимъ сна- 
чала, что все наши данньш состоять только въ томъ, что сосудъ, 
изъ котораго вынутъ шаръ, не содержитъ другихъ шаровъ, 
кроме белыхъ и черныхъ съ нумерами 1 и 2. 

Тогда перечисленныя нами четыре несовместныхъ собьтя, 

белый съ № 1, белый съ Лг 2, черный съ ]\&. 1, черный съ № 2, 



^^ 
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будутъ не только единственно возможными, но и равновозможными, 
и соответственно этому вероятность каждаго изъ нихъ будетъ 

вьфажаться дробью -^ . 

При тЬхъ же данныхъ вероятность, что шаръ белый, бу- 

детъ у ; такъ какъ появден1е белаго шара и появленхе черааго 

шара будутъ также собьтями несовместными, единственно воз- 
можными и равновозможными. 

Положимъ теперь, что намъ известны неравенства 

Въ такомъ случае мы имеемъ основанге ожидать белаго 
шара съ Лг 1 предпочтительно передъ белымъ шаромъ съ № 2; 
мы имеемъ также основаше ожидать белаго шара съ № 2 пред- 
почтительно передъ чернымъ шаромъ съ № Ь 

Поэтому, если известны неравенства 

а>Ь>с>д, 
то четыре собьтя, 

белый съ № 1, белый съ ]\1я 2, черный съ № 1, черный съ № 2, 

перестаютъ быть равновозможными. 

И мы лишены возможности разбить ихъ на равновозможньш, 
если только намъ ничего неизвестно кроме неравенствъ 

а>Ъ>с>д. 

При такихъ услов1яхъ мы вынуждены отказаться отъ пред- 
ставлен1я вероятностей нашихъ событш определенными числами. 
Пусть наконецъ намъ известны числа 

а, Ь, с, д. 

Тогда для получен1я равновозможныхъ событш мы можемъ 
разбить разсматриваемьш четыре событ1я на более частный. 

Съ этою целью отличимъ мысленно все шары другъ отъ 
друга какими нибудь значками, напримеръ новыми нумерами. 




Итакъ вообразииъ, что б'к1ые шары съ % 1 отличаются 
другъ отъ друга и отъ прочяхъ шаровъ нумерами 

бЬлые шары съ № 2 отлчаются нумерами 

а-4-1, а-4-2,...., а-ьЬ, 

черные съ № 1 отличаются нумерами 

ан-Ь-1-1, а-*-Ь-1-2,. . . ., а-^-Ъч-с 
и наконецъ черные съ № 2 отличаются нумерами 

Различивъ вс^ шары другъ отъ друга, мы можемъ разбить 
разсматриваемыя четыре собьтя на 

событ1й, каждое изъ которыхъ состоитъ въ появлеши шара съ 
опред'Ьленнымъ нумеромъ 

1,2|3,...., а-^Ъ-^с-^д. 

Эти новыя событ1я равновозмоашы, такъ какъ въ сосуд'Ь 
находится по одному шару съ каясдымъ нумеромъ 

и потому н'Ётъ никакихъ основанШ ожидать появлен1я одного 
изъ атихъ нумеровъ, предпочтительно передъ какимъ либо дру- 
гимъ изъ нихъ. 

Изъ нихъ а событ1Йу состоящ1я въ появленш нумеровъ 

1у Лу Оу • • % • у 0(у 

благопр1Ятствуютъ появлен1ю б'благо шара съ }ё 1, такъ какъ 
они представляютъ частные случаи посл^дняго событхя. 

Поэтому, согласно опред'&леяш, вероятность появлешя 6*6' 
лаго шара съ № 1 выразится дробью 



а 
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На тоиъ же осяованк дробь 



а-нЬ-*-с-1-д 



к.' • 
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будеть выражать вероятность выхода б'Ьдаго шара съЛ^ 2, дробь 

е 

будеть выражать вероятность выхода чернаго шара съ ]\^. 1 и на- 
конецъ дробь 



будеть Вероятностью выхода чернаго шара съ № 2. 

Если же вместо четырехь событШ мы различимь только 
два, изь которыхъ одно состоить въ появленш белаго шара, а 
другое вь появленги чернаго шара^ то ихь вероятности соответ- 
ственно выразятся дробями 

а-4-Ь сч-д 

а -%- Ь -*- е -*- д а н- Ь -4- с -♦- д 

Положимь теперь, что кь указаннымь прежде даннымь при- 
бавлено еще одно; именно, стало известнымь, какой изь двухъ 
нумеровъ, 1 и 2, стоить на вынутомь шаре. 

Это новое данное изменяетъ величину вероятности выну- 
тому шару быть белымь. 

Именно, если известно, что на вьшутомъ шаре стоить № 1, 
то на основан1и соображенш, подобныхь прежнимь, мы должны 
выразить вероятность, что этоть шарь белый, дробью 



а вероятность, что онь черный, дробью 



а-^-с 



Если же известно^ что на вынутомь шаре стоить Х^ 2, та 
вероятность, что онь белый, выразится дробью 

ь 



Ь -нд 



и в^^роятность, что онъ черный, — дробью 



Ъ^д' 



Приведенный нами лрим'1ръ можеть служить для пояснен1я 
следующей аксшмы'*'). 

Если при изв'Ьстныхъ данныхъ собьтя 

р, ?, г, у и, V 

равновозиожны и делятся по отношешю къ событ1ю А на бла- 
гопр1Ятныя и неблагопр1ятныя ему, то по присоединен1и къ 
этимъ даннымъ указан1я на появленхе собьтя А т6 изъ собьтй 

р, }, г, , щ V, 

который не благопр1Ятствуютъ событио Ау становятся невоз* 
ножными и сл']&довательно отпадаютъ, остальныя же изъ нихъ 
остаются по прежнему равновозможными. 

Приведенный нами прим'&ръ показалъ также, что далеко не 
во вс1хъ случаяхъ можно разсматривать вероятность какъ опре- 
деленное число. 

Не останавливаясь на другихъ прим^ра^ъ несуществовашя 
вероятности какъ определеннаго числа, зам^тимъ, что не одно 
исчислен1е вероятностей, но и друпя науки занимаются приближен- 
нымъ разыскан1емъ такихъ чиселъ, существован1е которыхъ не 
установлено и не можеть быть установлено съ математическою 
строгостью. Науки основанный на опытахъ стремятся, конечно, 
къ возможной степени строгости, но не могутъ иметь въ виду 
математическую строгость. 

Опытнымъ наукамъ следуетъ уподобить и мнопе отделы 
исчислен1я вероятностей. 

§ 3. Основными теоремами исчисленхя вероятностей мы счи- 
таемъ только две, известныя подъ назван1емъ теоремы сложе- 
тя и теоремы умтэкетя впроятностей. 

*) Аксхомой мы яазываемъ такое подожен1е, которое устанавливается безъ 
доказательства какъ оенован1е нашихъ разсужденМ. 
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Доказательство этихъ теореиънепредставляетъзатруднешй, 
но соединено съ упомянутьшъ выше допущешемъ, что ь&к со- 
быт1я можно приводить къ равновозиожньшъ. 

Теорема можен'м вероятностей. 

Втьроятность случиться одному изъ несовмлстнылъ собы- 
тШу безъ указаигя какому именно^ равна суммгь епроятностей 
этихъ событгй. 

Доказательство. 

Пусть будутъ 

несовм']&стныя событк. 
Пусть дал^е 

означаютъ случаи единственно возможные, несовместные и ра- 
вновозможные, изъ которыхъ т^ случаевъ благопрхятствуютъ 
событ1ю Е^у остальные же не благопрхятствуютъ ему, т, слу- 
чаевъ благопр1ятствуютъ событ1ю Е^ , остальные же не благо- 
пр1ятствуютъ ему и т. д., наконецъ т^ случаевъ благопрхят- 
ствуютъ событио Е^^ , а остальные не благопр1ятствуютъ ему. 
При такихъ предположен1Яхъ вероятности собьтй 

Д , ^л , . . . . , Е^^ 
выражаются, согласно опред^ленш, дробями 

— ^> —I. ,, . . ., — * . 
П П П 

Въ виду несовместности событхй 

все случаи, благопр1ятные для определеннаго изъ нихъ, не бла- 
гопр1ятствуютъ остальнымъ изъ этихъ С0бЫТ1Й. 

Поэтому, если къ т^ случаямъ благопрхятнымъ для Д , мы 
присоединимъ т^ случаевъ, благопр1ятныхъ для^Е?^, тд случаевъ, 
благопр1ятныхъ для Е^ и т. д., наконецъ т^^ *случаевъ, благо- 
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пр1ятныхъ для Е^^, то среди оодученныхъ нами такимъ образоиъ 



Ш^ Н- Ш^ -4- .... н- 1п^^ 

сдучаевъ не будетъ одинаковыхъ. 

Эти различные между собой случаи, число которыхъ равно 

т! -н т, -н "-^Щу благопр1ятствуютъ появленио того или 

другого изъ собьтй 

остальные же изъ разсматриваемыхъ нами п случаевъ 

0| , О2 , . . • • , о^ 
не благопр1ятствуютъ ни одному изъ С0бЫТ1Й 

^Ё^ , Е^у • • • • Е^^ • 

Сл'Ёдовательно вероятность появлен1Я одного изъ собьтй - 

Д , -Б, , . . . . , Е^у 

безъ указан1я какого именно, выразится, согласно определенш, 
дробью 

|11| -4- 1112 "•" •..-♦-т^^ 
п 

Остается зам'&тить, что послйдняя дробь равна сумм'б 

III I 1112 д 1Я)к 



■ ^ * • • • • ■ I 

п п п 



и теорема доказана. 

Примятанге. Разсуждая подобно предыдущему, нетрудно 
зам'Ьтить, что сумма [в'Ёроятностей событ1й не несовм']^стныхъ 
представляетъ величину большую ч^мъ вероятность случиться 
одному изъ нихъ. 

Разсматривая собьтя 

^1 > ^8 , . . . • Е^ 

какъ различные виды одного событгя Д мы можемъ выразить 
теорему сложешя вероятностей еще сл^дующимъ образомъ. 
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Если нпасоторое событге Е разбивается на пшжолшко несо^ 
вмгьстныхб видоеь^ то его вероятность равна суммгь впроятно-* 
стей ваьхъ этихъ видовъ. 

Для пояснен1я теоремы сложен1я вероятностей обратшся къ 
прежнему примеру. 

В-Ёроятвоет! появлешя б'^шго шара съ Лг 1, б-бдаго съАБ2у 
чернаго съ № 1 и чернаго съ Ля 2 выражалсь у васъ соотв^^т- 
ственно дробями 

а Ь с д 

Складывая первыя дв'1^ изъ этихъ дробей, получаемъ въ 
сумм'Ё дробь 

равную вероятности появленхя б^лаго шара съ Ля 1 или б^лаго 
же съ № 2, т. е. вероятность, что вынуть шаръ б^лаго цв^та. 
Подобнымъ же образомъ сумма 



а 



представляетъ вероятность, что на вынутомъ шаре стоить Лз 1 . 

Однимъ изъ следств1Й теоремы сложен1я вероятностей можно 
считать такое положен1е. 

Сумма втьроятностей событгй единственно возмоокныхъ и 
несовмтьстнихъ равна единицть. 

Въ сараведливости этого положешя можно убедиться непо- 
средственно; для вывода же его изъ теоремы сложешя вероят- 
ностей достаточно заметить, что появлеше одного изъ единственно 
возможвыхъ событ1й представляетъ собьте достоверное, веро- 
ятность котораго равна единице. 

Особенно важенъ случай двухъ единственно возможныхъ т/С 
несовместныхъ событШ; ташя собьгпя мы будемъ называть 
протьмоположными. 

Каждому событ1ю (А) соответствуетъ противоположное, 
состояш^ее въ непоявлеши перваго {А). 




к 



\ 
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л Ч 

V: 
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Въ прежневгь 1ф]|111ф'Ё бйдый и черный цв^ть вьгаутаго 
шара бук^тъ два противоположныхъ собьтя. Для появлешя же 
б']^аго шара съ № 1 иротивоподожнымъ собьтеиъ будетъ по- 'Щ 

явдеше чернаго шара ил б^даго съ ЛБ 2. 

Сумма в^^роятностей двухъ противоподожныхъ собыпй со- 
ставдяетъ единицу; поэтому, им^я в^^роятность р одного изъ нихъ, 
мы получимъ вероятность ^ другого, вычтя первую вероятность 
изъ единицы: 

!>-*-?= 1, г=1—1>, Р= 1—3. 

Ес1и собыпе А достоверно, то противоподожное ему невоз- 
можно; тогда вероятность собьтя А равна единице, а вероят- 
ность противоположнаго ему равна нулю. 

Бел же событ1е А невозможно, то противоположное ему 
достоверно; тогда вероятность собьтя А равна нулю, а веро- 
ятность противоположнаго равна единице. 

Чемъ ближе вероятность событ1я къ единице, темъ больше 
имеемъ мы основан1й ожидать появлен1я такого собьтя и не 
ожидать противоположнаго событхя. ^ 

Въ вопросахъ же практическаго характера мы можемъ быть *^^ 

вынуждены разсматривать событхя, вероятность которыхъ бо- >^ 

лее или менее близка къ единице, какъ достоверный и событ1я, ^"^ 

вероятность которыхъ мала, какъ невозможный. 



ей 
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Соответственно этому одна изъ важнейшихъ задачъ исчисле- ч^ 

Н1Я вероятностей состоять въ разыскан1и такихъ собьтй, ве- 
роятности которыхъ близки къ единице или къ нулю. 

§ 4. Теорема умножежя вероятностей. 

Впроятность случиться двумъ событгямъ вмгьстгь равна 
произееденгю вгьроятности одного изъ нихъ на впроятность дру- 
гого^ вычисленную въ предположен^ что первое имгьетъ мгьсто. 

Доказательство. 

Пусть изъ п единственно возможныхъ, несовместныхъ и ^^ 

равновозмояшыхъ случаевъ 






'Л 
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гопр1ятствуютъ н^^отороиу собьтю А первые т, иу- 
въ 

Ои С„ , С„, С^^, ,...., См1, 

иьвые же еиу ве бдагоар1Ятствук>гь. 
Пусть да1*е нзъ случаевъ 

Ср О,, , С^, 0^_^^, , (7ж, 

вые т мучаевъ 

С,, (7,,...., С„ 

гопр!ятствуютъ другому событ1ю в, остальные же ему ве 
гопр1ятствун)гь. 

При таквхъ услов1ягь в^роятвость собьгпя А выражается 
бью 



Вброятвость же событ1я В, когда известно существован1е 
Е>1т1я А, выражается дробью 



ь какъ при существовавши событхя А случаи 

а.,-Ы, Ст.+ 2,...., С„ 

оэножвы, 8 случаи 

С^, с,,.. .., С7т. 

&ЮТСЯ по прежвену равновозиожныии. 
Наконецъ в^&роятвость появления обоихъ событ1й А ш В вы- 
дается дробью 

ь какъ оба событ1я Ае В появляются только при случаяхъ 

с;, С,,...., С„ 
Замечая, что дробь 



г 
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равна проязведен1ю 



I 9П| Ш 



МЫ можемъ признать теорему умножешя в'Ёроятностей доказан* 
ною. 

Для пояснешя ея можетъ служить прежшй прим^ръ. 

Въ этомъ прим^р^ р^чь шла о шар^, вынутоиъ изъ со-; 
суда, который содержить а б'блыхъ шаровъ съ № 1, & б^^ 
лыхъ съ № 2, с черныхъ съ 1^1^ д черныхъ съ № 2 и не со- 
держить никакихъ другихъ шаровъ. 

Предполагая а, &, с, д числами данными, мы установили для 
в'Ёроятности выхода б^лаго шара величину 



а 



а 



ЗагЬмъ в-Ьроятность выхода шара съ № 1 выражается 
дробью 



а-^-е 



а-^-Ь-^-сн-д ' 



в'Ёроятность же выхода шара съ ]\Гя 1 , когда известно, что онъ 
б-кный, выражается дробью 



а-^-Ь 



Помножая последнюю дробь на д^^^^^^ » получаемъ вели- 
чину 

а-*-Ъ а а 

равную вероятности, что вынутый шаръ б^лый и съ № 1. 

Ту же величину ^^^^^^^ мы получимъ, если помножимъ 
др Обь 

а-#- Ь-н сн- д 

равную в']^роятности выхода шара съ № 1 , на дробь 

а 

9 



ан-с 



П41 ■ ■■ 



1 



— 16 — 

которая выражаетъ к]^роятвость, что вынутый шарь б^лаго 
цв^та, когда известно, что па немъ стоить Ля 1. 

Считаеиъ не лишнимъ выразить теорему уиноженхя вероят- 
ностей Формулою: 

(АВ) = (Л) (В, А) = (В) (А, В) (2) 

гд^ (АВ) означаеть вероятность появленхя двухъ собьтй АжВ 
В1г1сг1, {А) и {В) означаютъ соответственно вероятности собы- 
Т1Й Атк В^ наконецъ (Б, А) означаеть вероятность событ1я Б, 
когда известно существован1е Ау и {А^ В) означаеть вероят* 
ность собьтя А^ когда известно существованхе В. 

Теорема умноженхя вероятностей можеть быть сдедующимъ 
образомь распространена на случай многихъ событ1Й. 

Если у располоо/сивъ нтьсколько собышгй въ любомъ порядкгь^ 
мы возьмемъ вгьроятность каждаго узъ нихв въ предположен^ 
что предидущгя имтотъ мпсто\ то произееденге вспаъ этихъ 
вгьроятностей будешь выражать вгьроятность случиться всгьмъ 
разсматриваемымъ событгямъ вмгьстгь. 

Соответственно этому можемъ написать Формулу 

{Е^Е^.... Е1)={Е^) (Е^у Е^) {Е^, Е^Е^)....{Е^у Е^Е^....Е^__^) 

где ( Д ^ . . . . Е^^) означаеть вероятность случиться всемъ 
событ1ямь Е^, Е^. . . . Е^ вместе^ символь (Е^) означаеть ве- 
роятность собьтя Д и наконець подъ (^3'^, Е^ Е^. . . , Д_,), 
при {= 2, 3. . . . Я:, мы подразумеваемъ вероятность собьтя 
Д., когда известно существованхе событш Е^^ ^5?,, . . . . Е^_^. 

Къ указанному обобщен1ю теоремы умножев1я вероятностей 
мы можемъ придти, переходя последовательно оть случая двухъ 
событ1й къ случаю трехъ, оть с^учая трехъ къ случаю четырехъ 
собьтй и т. д. 

Д^я выяснешя хода разсужден1й достаточно показать какимь 
образомь случай трехъ событхй сводится къ случаю двухъ со- 
бытш; такъ какъ подобнымъ же путемъ случай четырехъ собы- 
Т1Й сводится къ случаю трехъ событ1й и т. д. 
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Для того, чтобы существовали три событ1я 

-^1> Щ^ -^8? 

необходимо существовав1е двухъ изъ нихъ. 

Если разсматривать затЬмъ существоваше двухъ собьтй 
^1 и ^Е?з какъ одно событхе В*; то существоваше трехъ событ1Й 
Д, -^2» ^8 будетъ тожественно существовашю двухъ событш 

Р и -Бд. 

Поэтому, прим1^няя два раза теорему умножеюя в-Ьроятно- 
стей для разсмотр^ннаго уже случая двухъ собьтй, можемъ 
установить два равенства 

{Е,Е^ = {Е,)(Е,, Е,\ 

изъ которыхъ тотчасъ выводимъ 

{Е,Е^Е^ = {Е,){Е,, Е,){Е,, Е,Е,). 

Теорема умножен1я в']^роятностей упрощается въ одномъ ва- 
жномъ случа']^, когда д'Ьло идетъ о событ1яхъ иезстюимыхъ. 
Несколько собьтй 

мы называемъ незавгиуимыми другъ отъ друга, если в'Ёроятность 
каждаго изъ нихъ не зависитъ отъ существовашя или несуще- 
ствования остальныхъ; такъ что никакое указанхе на существо- 
ван1е или несуществован1е какихъ нибудь изъ событ1й 

не м']^няетъ в']^роятностен прочихъ. 

Если С0бЫТ1Я 

не зависятъ другъ отъ друга, то в-Ьроятность каждаго изъ нихъ 
при существован1и предыдущихъ, разсматриваемая въ теореме, 

2 
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совпадаетъ съ в'Ёроятностью того же событ1я, опред'11енною не- 
зависимо отъ существован1Я или несуществован1я другихъ. 

Соответственно этому, прим'1няя теорему умножен1я вйро- 
ятностей къ независимымъ событ1ямъ, мы можемъ придать ей 
следующее бол'Ье простое выраженхе: впроятность случиться 
одновременно нпсколькимь независимыла событгямъ равна про- 
иаведетю ихъ втьроятностей. 

Примпчанге 1. Понятхе о независимыхъ событ1яхъ можно 
считать вполн'б яснымъ въ изв^стныхъ теоретическихъ вопро- 
сахъ; въ другихъ же вопросахъ это понят1е, конечно, можетъ 
совершенно затемняться выЫтЬ съ затемнешемъ основного по- 
НЯТ1Я о в^^роятности. 

Примтьчанге 2. Бо многихъ случаяхъ зависимость или неза- 
висимость событ1й другъ отъ друга иожетъ обусловливаться не 
только сущностью этихъ собьтй, но и данными, при которыхъ 
разсматриваются ихъ в'броятности. 

Сл^дуюоцй прим'Ьръ можетъ служить для поясненхя посл^д- 
няго прим^чанхя. 

Положимъ, что мы им'Ёемъ два сосуда С и I), первый изъ 
которыхъ С содержитъ только черные шары, а второй В содер- 
житъ а б-Ёлыхъ и Ъ черныхъ шаровъ и никакихъ другихъ. 

Беремъ одинъ изъ этихъ сосудовъ, изъ него вынимаенъ на 
удачу шаръ, зат^мъ возвращаемъ вьшутый шаръ обратно въ 
сосудъ и вьшимаемъ на удачу второй шаръ изъ того же сосуда. 

Требуется опред-блить в'Ьроятность, что оба вынутые такимъ 
образомъ шара будутъ б-Ьлыми. 

При разсмотр^нш этого вопроса мы различимъ два предпо- 
ложешя. 

Начнемъ съ предположешя, что наиъ известно, изъ какого 
именно сосуда мы вынимаемъ шары. 

Если изв'1стно, что шары мы вынимаемъ изъ сосуда О, со- 
держащаго только черные шары, то вероятность появлен1я б^- 
лаго шара равна нулю, какъ для перваго, такъ и для второго 
шара. 
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Если же известно, что шары мы вынимаемъ изъ сосуда Ву 
то в'Ёроятноеть появлен1я б^даго шара выражается дробью 



г > 



какъ для перваго, такъ и для второго шара, независимо отъ 
того, быль ли первый шаръ б'&1аго или чернаго цв'1та; такъ 
какъ по услов1ямъ вопроса, прежде ч^мъ вьшуть второй шаръ^ 
мы должны возвратить обратно въ сосудъ первый вынутый 
шаръ и сл^&довательно мы вынимаемъ на удачу второй шаръ^ 
какъ и первый, изъ сосуда^ содержащаго аб'блыхъ и Ъ черныхъ 
шаровъ. 

Соотв^Ьтственно этому вероятность, что оба вынутые нами 
шара б'Ёлаго цв'1та, выражается, согласно теореме умножешя 
в^^роятностей, произведенхемъ 



если ИЗВЕСТНО, что взятъ сосудъ В. 

Какой бы сосудъ мы ни взяли, б'блый цв'ётъ перваго шара 
и 61&ЛЫЙ цв'Ётъ второго шара представляютъ два независимыхъ 
событ1я, коль скоро изв'Ёстно, изъ какого именно сосуда вьши- 
маемъ мы шары. 

Положимъ теперь, что остается неизв'бстньшъ, взятъ ли нами 
сосудъ С или сосудъ В. 

ЗатЬмъ для опред'&1ен1Я в'1роятности б^лаго цв'Ёта перваго 
вынутаго нами шара зам'Ьтимъ, что вьшутые вами шары могутъ 
быть б'&лыми только въ томъ случа'Ё, когда нами взятъ сосудъ В 

И на этомъ основан1И будемъ разсматривать б^^ый цв'&тъ 
перваго шара какъ совокупность двухъ событш, изъ которыхъ 
одно состоитъ въ томъ, что взятъ сосудъ I), а другое въ томъ, 
что вынутъ б-Ёлый шаръ. 

Вероятность, что взятъ сосудъ I), равна у; такъ какъ кромй 

сосуда В мы могли взять также и сосудъ (7, и два эти событ1я 
единственно возможны, не совм'&стны и равновозможны. 

2* 
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В-Ьроятдос1ъ, что вынуть 6-&1ЫЙ шарь, выраасается дробью 



согда изв'1стно, что взять сосудь I). 

Поэтому вероятность белаго цвЬта перваго шара выраяается 
[ростыиь проиэведешемъ 



1а основан1и теоремы умножен!я вероятностей. 
И ве трудно понять, что къ тому же числу 

2(а-^Ь) 

,01жда вриводиться вероятность б^лаго цв^та второго шара, 
(ока цветъ аерваго шара не установленъ. 

Но не съ этой вероятностью иы долшвы яиеть дело, когда 
хелаеиъ получить вероятность, что оба шара белые. 

Чтобы применить къ разысканию последней вероятности те* 
реку умнояен1я вероятностей, надо взять вероятность &к' 
аго цвета второго шара при услов1и, что первый шарь белый. 

Белый же цветъ перваго шара указываетъ, что взять со- 
удъ I), после чего вероятность появленхя белаго шара стано- 
ится равною 



Помноживъ последнюю дробь на 2-7^:;:^)ПОлучае11ъ искомую 
ероятность 



в -»- д 2 (а -*- Ь) "■ 2 (о -*- Ь)' 

ГО оба шара, вынутые наии, белаго цвета. 

Итакъ, пока неизвестно, какой изъ двухъ сосудовъ С я 1> 
зять нами, белый цветъ перваго шара и белый цветь второго 
■ара не представляютъ двухъ незавясиыыхъ событ1Й; напротнвь, 
ги событ1я оказываются независящими другъ отъ друга, коль 
коро становятся извесгныиъ, взять ля нами сосудь С яли со- 
улъ В. 



ГЛАВА II. 



О повторвн1и испытан1й. 

§ 5. Одна изъ важныхъ задачъ исчисленхя в'броятностей со- 
стовтъ въ разсмотр'Ьн1И возможныхъ резудьтатовъ н^скодькихъ 
испытан1й, при каждомъ изъ которыкъ можетъ случиться н'&ко- 
торое событ1е К 

Условимся отличать эти испытан1я другъ отъ друга нуме- 
рами 

И будемъ обозначать буквою Р, для каждаго изъ нихъ, собьте 
противоположное собьтю Е. 

Останавливаясь сначала на двухъ испытан1яхъ, мы можемъ 
различить четыре случая: 

ЕЕ, ЕР, ЕЕ, ЕЕ. 

Первый изъ этихъ случаевъ состоитъ въ появленхи собыпя 
Е при обоихъ испытан1яхъ; второй — въ появлеши Е при пер- 
вомъ испытан1и и непоявленш Е при второмъ испытанш и т. д. 

Прежде ч'Ьмъ приступить къ разсмотр'Ьнхю вероятностей 
указанныхъ нами четырехъ случаевъ, установимъ понят1е о не- 
зависимыхъ испытанхяхъ, которыми и будемъ исключительно за- 
ниматься. 

Шсколько испыташй мы называемъ независимыми по отно- 
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шен1ю къ собьтю Д если в'1^роятность событ1я Е при каждомъ 
изъ нихъ не зависитъ отъ реэудьтатовъ прочихъ. 

Предполагая разсиатриваемыя два испытан1я независимыми, 
обозначимъ черезъ р^ в'Ьроятвость событ1я Е при первомъ испы- 
тан1и, а черезъ р^ в']&роятность собьтя Е при второмъ испыташн. 

Тогда в'&роятность Р при первомъ испытанш будетъ выра- 
жаться разностью 1 — р^^ которую мы обозначимъ черезъ ^^\ ве- 
роятность же собьтя Р при второмъ испыташи выразится 
разностью 1 — р^^ которую мы обозначимъ черезъ д,. 

При такихъ предположен1яхъ и обозначен1яхъ, пользуясь 
теоремой умножешя в^^роятностей, находимъ для вышеупомяну- 
тыхъ четырехъ случаевъ 

ЕЕ, ЕРу РЕ, РР 

•соответственно слЪя^югщя вероятности 

РхРи Рх йи Ь Р%^ Чи Зя- 

Разсматривая затЬмъ второй и трет1Й случаи кань частные 
виды одного собьтя, состоящаго въ однократномъ появлеши 
•событ1я Е, заключаемъ, что вероятность однократнаго появле- 
Н1Я событ1я Д при разсматриваемыхъ нами двухъ испытан1яхъ, 
выражается суммою 

Рх%-^гхР^^ 

Итакъ, различая при двухъ испытан1яхъ три случая, изъ 
котбрыхъ первый состоитъ въ двукратномъ появлен1и событхя Е, 
второй въ однократномъ его появлеи1и итрет1и въ совершенномъ 
непоявленш событ1я Е, мы находимъ для этихъ случаевъ такая 
вероятности : 

Заметимъ, что эти три числа представляютъ соответственно 
коэффищенты при ^, ^ и ^^ въ разложен1и произведетя 

ПО степенямъ произвольнаго числа \. 
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Нетрудно также ввкктъу что сумма найденныкъ нами в']&ро- 
ятностей 

РхР^У Р^Я2^9^РV Яг 9^ 

составляетъ единицу, какъ и должно быть для в'&роятностей 
единственно возможныхъ и несовм'бстныхъ событш. 

Обращаясь къ треиъ испыташямъ, мы можемъ различить 
восемь случаевъ, которые подобно прежнимъ четыремъ пред- 
ставимъ такъ: 

ЕЕЕ^ ЕЕР, ЕРЕ, РЕЕ, ЕРР, РЕР, РРЕ, РРР. 

Предполагая три испытан1я независимыми присоединимъ къ 
прежнимъ обозначен1ямъ 

Рг^ Яг, Р^у Яг, 

который относятся къ первымъ двумъ испытан1ямъ, соотв'&тствен- 
ныя обозначен1я 

Рг^ Яъ, 

для вероятностей событ1Я Е и собьтя Р при третьемъ испы- 
тан1И. 

При такихъ услов1яхъ в']&роятности вышеуказанныхъ восьми 
случаевъ выражаются, на основан1и теоремы умножешя в'^роят- 
ностей, произведен1ями 

РгРгРг^РгРъЯг^РгЯгРъ^ ЯгРгРь, РгЯ%Яг^ ЯгРгЯл, ЯгЯгРз, «хгайа- 

Заг]^мъ мы можемъ разсматривать случаи 2**, 3^ и 4"" какъ 
частные виды одного событ1я, состоящаго въ двукратномъ по- 
явлен1и собьтя Е; мы можемъ также разсматривать случаи 5"*, 
ров д уов ^^д^^^^ частные виды другого собьтя, состоящаго въ 
одпократномъ появленш собьтя Е. 

Тогда при помощи теоремы сложенхя вероятностей найдемъ, 
что при трехъ испытан1яхъ вероятность событ1ю Е случиться 
два раза, а противоположному одинъ, представляется суммою 

РгРгЯъ-^РгЯгРг-^ЯгР^Ръ'^ 
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ть же собьтю Е с^учIпъся одпвъ разъ, а проп 
^ва раза представ^яется суииою 

>, раз1ичивъ при трехъ исоытан1яхъ четыре с 
ыгь первый состоять въ трехкратноиъ появлен 
второй въ двукратноиъ, трет1Й въ одвократноя' 
, в, ваконецъ, четвертый въ неооявленш того не 
: находииъ для этвхъ четырехъ саучаевъ соотв-Ьтс] 
я вероятности 

Р1р9Ря7 р1Р,Яя-^Р19гР»-*-21Р*Ра> 
РхЯ,йа-*-91Р1Яг-*-Я1ЬРау ЬЫъ- 
'имъ, что лодученныя ваий четыре числа равны 
ъ при 5", ?') ^, ? въ разложеви произведеахя 

(я, ^ -+- Ь) {Рг ^ -ь ?«) (^'я Н -»- З.) 
пиъ произвольоаго числа %', суина же ихъ состав 

яе ч^ъ перейти къ общвиъ Фориулаиъ для Л1 
[висииыхъ испытанШ, аояспииъ частвымъ ирии1 
ежду иезавясиныив и зависвиыии исаытацГлии. 
ЕЕИиъ, что мы вывииаемъ последовательно нес» 
п> сосуда, содержашаго а б^лыхъ и ^червыхъш 
«ащаго никакихъ другихъ шаровъ. 
атривая зат^мъ вы11И1нан1е каждаго шара какъ 01 
'ав1е, различииъ столько вспытанш, сколько мы вв 

ае испытание приводить къ роявлен1ю одного 

наго цвйта; б^лый цв^тъ шара ыыназовемъсобы 

ый событ1емъ Е. 

чимъ теперь два предположеы1я. 

1а, чтобы иметь прии^ръ незавясвиыхъ испы 

, что каждый вынутый шаръ тотчасъ возвращ 
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обратно въ сосудъ для сохранешя неизягЬннымъ, какъ числа б^- 
лыхъ, такъ и числа черныхъ шаровъ въ сосуд'1. 

Тогда в'броятность событ1я Е сохраняетъ для каждаго испьь 
тан1я одну и ту же величину 

а 



независимо огь результатовъ прочихъ испытанш; такъ какъ 
каждый шаръ мы вынимаемъ изъ сосуда, содержащего а б^лыхъ 
и Ъ черныхъ шаровъ. 

Перейдемъ къ другому предположешю, при которомъ раз- 
сиатриваемыя нами испытан1Я не будутъ уже независимыми; 
именно, положимъ, что вынутые шары не возвращаются обратно 
въ сосудъ. 

При такомъ нредположен1и в'Ёроятность событ1я Е для каж- 
даго испытан1я сохраняетъ прежнюю величину 



до тЬхъ поръ, пока результаты прочихъ остаются неопределен- 
ными. 

И не трудно определить, какъ изменяется эта вероятность 
по мере выяснен1я результатовъ некоторыхъ испытанШ. 

НапримерЪ; если известно, что вынуть одинъ белый шаръ, 
то вероятность вынуть другой белый шаръ выразится дробью 

а— 1 



а-*-Ь — 1 ' 



такъ какъ этотъ другой шаръ до^^женъ принадлежать къ сово- 
купности ач-Ъ — 1 шаровъ, содержащей а белыхъ и Ъ черныхъ 
шаровъ. 

Если же известно, что вынутъ одинъ черный шаръ, то ве- 
роятность, что какой-нибудь другой изъ вьшутыхъ нами шаровъ 
белый, выразится дробью 



а 



такъ какъ этотъ другой шаръ долженъ принадлежать къ 
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гЕ а -*- & — 1 шаровъ, содержащей а б 

аровъ. 

'чле, еслг среди вынутыхъ нами шар 

I ^ черныхъ, то для кашдаго вэъ остаи 

онъ б-Ёлый выразится дробью 



иЬ-в— & 



этотъ шаръ долженъ принадлежать къ 
— Р шаровъ, содержаш,ей а — а б-Ьлыг 

1ВЪ. 

5рати11Ся къ общииъ ФОриулаиъ. 

. Если для п независимыхг испытатй, 

)рук отъ друга нумерами 

1, 2, 3, , п, 

пи событхя Е выражаются соотвптст 

Р1, Р, , Р^; 

ность, что событхе Е появится въ эт 
п разъ, моокетг быть опредплена какъ 
шзАожент юроизведетя 

(Р1^-ьд,)(^',5н-дв) — (^'„5-»-в, 

мъ проиавольнаю числа ^, при чемъ 

= 1— Л, «1=1— Л» , Зп=1- 

}накомлен1я съ пргемамв исчислен1я б'§1 
доказательства этой теоремы. 
доназательетво. 

е, в-Ёроятность котораго иы ищеиъ и к 
влен1в Е ровно т разъ при п исаыта 
в'Ьсколько несовн^ствыхъвидовъ. Каж 
гоитъ въ 11оявлев1В событ1я Е при т о 
:ъ в непоявленш ^^ври остальныхъ п — п 
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В'1роятность, что событхе Е появится при т опред'1ленныхъ 
испытан1яхъ и не появится при остадьныхъп — т испытан1яхъ, 
определяется по теорем']^ умножен1я в'1роятностей. 

Ииенно, въ силу этой теоремы в'Ьроятность, что собьше Е 
появится при испытан1яхъ, обозначенныхъ нумерами 

и не появится при остальныхъ п — т испыташяхъ, выражается 
проиэведенхемъ 

ГД* 



т 



нумера остальныхъ испытан1й. 
Зам^тимъ, что произведен1е 

МОЖНО получить изъ произведен]я 

2x92 9п 

черезъ зам'Ёну множителей 

множителями 

Рлх у Рн )••••> Р^т ' 

Опред'Ёливъ вероятности каждаго изъ упомяпутыхъ нами 
видовъ и сложивъ ихъ, согласно теореме сложен1я вероятностей 
получимъ искомую вероятность собьтю Е появиться ровно 
т разъ. 

Итакъ вероятность, что въ разсматриваемыя нами п испы- 
тан1Й собьте Е появится ровно т разъ, выражается суммою 
всехъ произведен1Й, который можно получить изъ одного 

черезъ замену въ т местахъ буквы ^ буквою р. 



I 



М 
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Тою же суиною, какъ известно, выражается ноэФ4>1ц!ентъ 
1В ^"^ въ раэ1ожев1и проиэведев1я 

I стевевяиъ пронзвольнаго чвсла ^ . 
Таквиъ образоиъ теореиа доказава. 
Второе доназатыьство. 
Подразумевая подъ буквою к любое изъ чвсегь 

1, 2, , я, 

водъ буквою г любое изъ чвселъ 

О, 1, 2, , к, 

^означвиъ сиивоюыъ 

Ёроятность, что въ к испытан1й, оты^ченныхъ вунеранв 

1, 2, , к, 

)бьте Е воявится ровво г разъ. 
Зат^мъ, вводя оровзводьное число ^ , водожвнъ 

разсмотрииъ рядъ Фувкщй 

Первая нзъ нвхъ ф^ (^), очевидно, равна 

рЛ-^91- 
Остальыыя же иожно опред'Ьлить посл'Ёдовательно на осно- 
ав1я такой общей Формулы 

оторую иы сейчасъ установимъ. 

Для наиЪчеввой ц'бли выяснимъ связь иежду 
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при 

0<е<й-1-1 



и обратимъ вни1!ан1е на равенства 
При 



0<»<Л-#-1 
собьте, вероятность йотораго обозначена симвоюиъ 

можно разбить на два вида въ зависимости отъ результата ^-ь!*^ 
испытан1Яу которое можетъ сопровождаться появленхемъ иди не- 
появден1емъ событ1я Е. 

Если при к-^1^ испытан1И собыпе Е им'Ьетъ м1^сто, то для 
того, чтобы общее число его появленхй при Дн-! испытан1яхЪу 
обозначенныхъ нумерами 

равнялось {у это собьте Е должно появиться при ^испытанхяхъ^ 

обозначенныхъ нумерами 

1, 2, .... , Л, 
ровно %—1 разъ. 

Если же при к-^!^ испыташи собьте Е не им'^етъ м']^ста, 

то для того, чтобы общее число его появленш при к-^! испы- 

ташяхъ, обозначенныхъ нумерами 

равнялось {, это собьте должно появиться при к испытан1яхЪу 

обозначенныхъ нумерами 

1, 2, .... , Л, 

ровно г разъ. 

По теорем*! умножен1Я в'броятностей в'Ьроятность перваго 

вида выражается произведешемъ 
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юятность второго — □роизведен1еиъ 

)л^оват&1ьио, въ силу теореиы сдошеа1я в-Ьро? 
иъ 

1то касается равенствъ 

'.ч-,, .*.=!'.-., П, . ■ Р„ .*, = ?.*, П 
а пъ вывода достаточно одной теореиы уиножен! 
1тей. 

['1№ствнтельво, появлен1е событ1я Е ори первып 
таа1яхъ&н-1 разъ можно разснатриватъ вакъ су| 
двухъ событ!й, нэъ которыхъ одно состовтъ въ П( 
1и Л -1-1"* испытанш и им-Ьетъ вероятность у^^, , а 
вгь въ появлеши Е при первыхъ к Еспытан1нхъ к 
гь вероятность Ри, к ■ Поэтому проиэведен1е 

90 выражать вероятность собьтю Е случиться въ 
. испытав1й (-1-1 разъ, которая обозначена ся1 

, 4-1-1 • 

1роизведев1е же 

жаеть вероятность, что собыпе Е не ииеетъ ме< 
"* испытан!и н не ноявляется ни разу при иервыхъ I 
хъ; а эта вероятность совнадаегь съ вероятностью 
ъ первыя к~*-1 испытан1й собьте Е вовсе не ноя1 
[рииеняя указанныя наии Формулы къ каждому изп 
нтовъ выражен1я 

:аеиъ 
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откуда тотчасъ выводинъ 

ЧТО даетъ наиъ вышеуказанную Формулу 

такъ какъ согласно оринятьшъ обозначенгямъ им'&еиъ 

Полагая к посл^&довательно равныиъ 

1} л^ Оу , ф • , ^ Л"~~1^ 

получаемъ рядъ равенствъ 

?«(Н)=(^>,5-ь^,)?^(Н) = (РзН-ь^,)(^)1Н^-^^), 



9||(5) = (^>„Н-*-?п)?п-|(5)» 



откуда посредствонъ умножен1я, или простыхъ посл^дователь- 
ныхъ подстановокъ, выводимъ Формулу 

?п(5) = (1>15-*-г1)(|>в5-*-га)----(Р„Н-ьг^ (3), 

равносильную теорем^^. 

§ 7. Остановимся на важномъ частномъ случае доказанной 
нами теоремы; именно, на томъ случа'6, когда известный намъ 
УСЛ0В1Я для всЬхъ испытан1Й одинаковы и когда соответственно 
этому вс']^ вероятности 

Рц Р^У ' • • • ' Рп 

им^ютъ одну и ту же величину, которую мы обозначимъ просто 
буквою р. 

Тогда произведен1е 
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бращается въ степень двучлена 

(?$-<- а)", 
8 = 1— г- 

и въ силу известной формулы Ньютона, ин^иъ 

р-.-= ..2....^.:.:.::."(.-») ?"г""" (^)- 

Тот выражается впроятностъ, что бъ п независимьая 
спытатй событге Е появится ровно т рап, если для каж- 
аю испытангя въ отдпмности вгьроятность этою событмя 
овна р. 

Выражеие Рт,и, опред-Ьмеяное Фориуюю (4), мы будеиъ 
<азсиатривать при ъсЬхъ воэыожиыхъ зцачен1яхъ т. 

Такииъ образоиъ получвиъ рядъ чиссдъ 

'., ,=«". -р., „=ТЯ"~'. -р., п==Т^2>'8""'. •Р^.=г"- 

оторыя посxIдовате^ьыо представляютъ в'Ёроятности, что чвсло 
оявдев18 событ1я Д при п вспытан1яхъ, иы'Ьетъ зиачен1я 



При произвольно заданыыхъ велвчинахъ р ■л п поставииъ 
ебй ц^клью найти, для какого 311ачеа1я ш выражен1е 

р 1.В.... п т п— т 

*т, п 1.2....т 1,2. . . . (п — т) ^ ^ 

остигаегь своей наибольшей величины? 

Это значен1е т мы ыазовсмъ паивгьуоятнгьйшижъ числоиъ 
оявден1Й событ1я Е, такъ какъ сиу соотв'Ётствуетъ наибольшая 
Ъроятвоеть Р^ ^. 

Для разыскан1Я ыавв'Ёроятн'кйшаго числа появлен1в событ1я 
И сравнииъ нежд}' собою каждые два сыежныхъ члена ряда 

п, ». -р., п. •?.,„. -р.,». 

1азсиатрввая ихъ отношенхе другъ къ другу. 
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Простое дйяеше даетъ наиъ равенство 

•Рщ -♦- 1, п п — т р 

■Рщ, п т -н 1 в 

которое показываетЪу что отношеше 

убываетъ при возрастанш числа ш] отсюда вытекаютъ нера- 
венства 



> '*7 " ^*^ **^ '* *7 '* "^ч^ 



Выд'йлиъ теперь два частныхъ предположенхя. 
Пусть сначала 



•^0} п 



<1. 



Тогда въ силу указанныхъ нами неравенствъ каавдая изъ 
дробей 

меньше единицы и потому 

Съ другой стороны нетрудно зам^^тить, что неравенство 



равносильно неравенству 









а это посл^^днее приводится къ неравенству 

посредствомъ простой замены числа ^ разностью 1 — р. 
Такимъ образомъ мы убеждаемся,, что при 



^ 



Л 






'". '.г^ г- 



Г« •■- 
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наив^&роятн'Ёйшимъ чисюмъ появлетя событ1Я Д для раэсма- 
трнваемыхъ нами п испытая1й, будеть 0. 
Если же 

I 



п 






то для разсматрнваеныхъ наш п испытатй наив^роятн^йшииъ 
числоиъ появден1Й собьтя Е будеть не только О но и 1 , такъ 
какъ бъ этоиъ случа']^ шмЬемъ 

Подобныиъ же образомЪу предполагая 

(п-*-1)(7<1, 
приходимъ къ неравенству 



[■'. / 



I-*.' 



Я) П 



Р ^1 

И затЬиъ выводимъ рядъ неравенствъ 



• • • • 



Рп-г п<Р- 

Я— 1| П = 



Я) Я 



Этотъ рядъ неравенствъ показываетъ, что при 



п 



к 4 



г* 




наив']&роятн^йшимъ числомъ появлещй событ1я Д для разсматрн- 
ваеныхъ нами п испытан1Й, будетъ п. 
Если же 

ПН- 1 = — , 

то наив'Ьроятв'бйшнмъ числомъ появлен1Й собьтя Е будетъ не 
только п но и п — 1 ; такъ какъ въ этомъ случае яжЬеыъ 



^0, я "^ ^1, П "^ 



Р =Р 

я — 1, Я Я, Я' 



Исключая указанный два предположешя, положимъ теперь 



>' 



-■ -»'0 
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Тогда 



''"->1, а р^^^<1 



меньшииъ еЯу положимъ 



и 



Эти неравенства равносильны сл^дующимъ 
и 

который обнаруживаютъ, что введенное нами чисю [х. предста- 
вдяетъ наив']^роятн'6йшее число появюшй событ1я Д приразсна- 
триваемыхъ нами п испытан1яхъ. 

НаивЬроятн^йшимъ числоиъ появлен1й событ1я Е можетъ, 
кром']^ (А, быть и р. -4-1 у такъ какъ возможно равенство 

« 

Для опред']^лен]я числа (л им^емъ неравенства 



^>*? п _п-^11,-^1 р 



>1 



И 

изъ которыхъ выводимъ 

3* 



V.? 



= > 
•;<* 



I 



'''^1 
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^^<|И 



и следовательно рядъ убывающихъ дробей 'Л 

■ « ■ » • • • • • «~»^— II 

•М>5 П -^1) П ■'п — 1) П 

содержитъ, какъ числа больш1я единицы, такъ и числа иеньш1я 
единицы. 

Отмечая переходъ отъ чиселъ большихъ единицы къ числамъ 



,...'? 



^■г 












(п— ^л)^)<(^^^-1)^, пр~д<^^(рч-^) = ^к, 

[1ДОвате1ьно 

пр-1-рУ- 1»-'>пр — д 

Числа прч-р и пр — 3 отличаются другь оть друга : 
одну единицу. 

Поэтому, если пр-*-р число дробное, то пр — $ также 
обное и въ промежутке 

оть пр — 2 до пр'*-р 

иючается только одно ц-блое число. 

Тогда наив'Ьроятн'Ёйшниъ числоиъ ноявленхй собьгпя 
гь одно число {Л, онред-ияеиое неравенствами 

пр-^р>[».>пр — ^ 

ЕЪ ц1^ое число, лежащее въ аронежутк^ 

оть пр — 3 до пр-^-р. 

Если же пр-*-р число ц-Ьлое, то пр — д также число 
З'Ьтъ никакого целаго числа }/., которое удовлетворяло ( 
венстваиъ 

прч-р>^>пр — ^. 

С11^довательно въ этоыъ случае мы должны положить 

|Л := ?1р — д 

заивйроятн^^Йшииъ числоиъ ооявлеы1Й событ!» Е будетъ, 
также и число р. -1-1, равное пр~»-р; такъ какъ при сущ 
нш равенства 

[1 = ир — д 

1ЖН0 быть 

р =р 
Для прии'Ёра положиыъ 

2 



— 37 — 
я дадимъ п по(^доватедьно два значен1я: 

п = 4, п= 5. 

При п =: 4 сумма пр-у-р обращается въ ц'1лое число 2 и 
потому мы должны им'Ьть не одно наив'ЬроятнЁйшее число по- 
явлен1й событ1Я Д а два такихъ числа, одинаково в^роятныя: 
пр -^р =2 и пр — 2=1. 

И действительно им'Ьемъ 

р _ 81 р _ р _ 216 р _ 96 р _ 16 ^ 

^0,4 — 625' -^Ь* — ^»,*— 626' ^«,*— 62б' ^♦,*~62б 

При п=5 сумма прч-р принимаетъ дробное значеше 2--н у 
и ц'блое число |1, определяемое неравенствами 

пр-^р= 2ч- ^>^^>пр-^=2—^у 

равно 2. 

С1оответственно этому наивероятнейшимь числомъ появлешй 
событ1Я Е при п = 5 должно быть 2; и действительно имеемъ 

р Ш^ р 810 р 1080 р ^[20 

^0,5 8126* ^1,* 3126 ' "^2,*^ 8126* -^^5 8125' 

р —.240 р _ 82 
^*,« 3126 ' ^5,6 3126' 

§ 8. Въ дальнейшихъ выводахъ мы будемъ предполагать 
число р постояннымъ, а п переменнымъ, которое можно увели- 
чивать безпредельно. 

И прежде всего заметимъ, что при такомъ предположен1и 
отношеше наивероятнейшаго числа появлен1Й собьтя Е кь со- 
ответствующему числу испытан1Й должно приближаться къ пре- 
делу р^ когда число испытан1й п возрастаетъ безпредельно. 

Въ самомъ деле, наивероятнейшее число появлешй собы- 
Т1я Е при п испыташяхъ, по доказанному, не меньше пр — ^п 
не больше прч-р. 
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^1 ^ 



(••■Ч 






Поэтому его отношен1е къ числу испытан!! не меньше р — — 
и не больше !>-*--•• 



Числа же 



9 Р 

^ п -^ п 



оба приближаются къ одному и тому же пред'Ьлу р^ когда п 
возрастаетъ безпред'Ьльно. 

Сл'Ёдовательно, при безпред'Бльномъ возрасташи числа испы- 
ташй, отношенхе наив1^роятЕЁйшаго числа появлешй событгя ]Е 
къ числу испытан1Й должно приближаться къ тому же пред'&|у р. 

Полученный нами выводъ относительно наив^роятн'бйшаго 
числа появлен1й собьтя Е не можетъ служить, отдельно взя- 
тый^ основан1емъ для серьезныхъ заключен]й о томъ, чего дол- 
жно ожидать при многократномъ повторен» испытанш; такъ 
какъ вероятность, что число появлен1й собьтя Е точно равно 
своей наив'Ёроятн'1йшей величине [л или [Х-+-1, приближается къ 
пред'Ьлу нуль, когда число испытаний возрастаетъ безпред']^льно. 

Разсматривая же вшЬстЪ съ наив'&роятнейшимъ и смежный 
значен1я чвсла появлешй событ1я Е и изсл^дуя ихъ вероятности, 
мы установимъ весьма важную теорему Якова Бернулли. 

Теорема Бернулли. Если имгьемъ неограниченный рядъ незави- 
симыхъ испытангй и для вспаъ иосъ^ въ отдтьльностщ вгьроят- 
ность нпкотораю событгя Е одинакова; то при достаточно 
боАЬШОмъ числгь этихъ испытангй будетъ сколь угодно близка къ 
единицть, т. е. къ достовгьрности^ тьроятность, что отноьиенге 
числа появлешй событгя Е къ числу испытат^й сколь угодно 
мало отличается отъ впроятности событгя Е для каждаю изъ 
ниасъ въ отдтьльности. 

Иначе сказать, если р означаетъ втьроятность событгя Е 
для каждаго испытангя, п число ихъ и т число появлешй собы- 
тгя Е] то при достх1точно большихъ значеигяхъ п впроятность 
неравенствь 



-^<^-р< 




I 
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будешь больше 1 — 1], каковы бы ни были данный положгипель- 
ныя числа е м V). 

Изв'Ёстно н'Ёсколько доказательствъ теоремы Бернулли. 

Одно изъ нихъ принаддежитъ самому Якову Бернулли и 
изложено въ его сочнненм «Агв соп]ес1апдЬ, которое издано въ 
1713 г., посл^^ смерти Якова Бернулли, его племянникомъ Нико* 
лаемъ Бернулли. 

Мы не остановимся на этомъ зам^чательномъ элементарномъ, 
но довольно сложномъ доказательстве; и приведемъ зд^сь, съ 
небольшими взм'1нен1ями, доказательство Лапласа, которое со- 
единено съ выводомъ весьма употребительной приближенной 
Формулы. 

Выводя эту приближенную Формулу мы установимъ теорему 
о пред'бл^ вг]^роятностей, которую назовемъ теоремой Лапласа. 

§ 9. Теорема Лапласа. 

Пусть п означаетъ число иезависимыхъ испытангй^ р втьро- 
ятность событгя Е для каждаго изъ иихъ^ 2 = 1 — р втьрояш- 
ность противополооюнаго событгя ^ т число появленгй событгя 
Е при встьхъ этихъ испытангяхъ^ накоиецъ ^^ и 1^ какгя нибудь 
два числа^ при чемъ для опредп>ленности положгшъ ^^ > ^^ . 

Если р^ 1^ и 1^ остаются безъ измтьненгя^ а п возрастаетг 
безпредп^льнОу то втьроятность выполненгя неравенствь 



пр ч- <, 1/2пр2 < т < мр -ь <2 У2пр2 



приближается къ предгьлу 



Ч 



1С ^^ 



Доказательство теоремы Лапласа. 

Вероятность выполнешя неравенствъ 



пр -«- ^1 У2гщ < т < п|? -*- <2 У 2пр2 
ничто иное какъ вероятность, что число появлешй собьтя имеетъ 
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одно изъ значешй, леайпцихъ въ промежупгЬ 

отъ пр н- <^ У2пр^ до лр -♦- <, У2прд . 

Поэтому ея вычисден1е, въ сиу теоремы сложен1Я вероятно- 
стейу сводится къ 011ред'к1ен1ю вс1хъ возможныхъ значешй ц*!^- 
даго чисда т, южащихъ въ указанномъ промежут1г6, затЬмъ къ 
вычислен1Ю для каждаго изъ этихъ значенхй т соотв1&тствующей 
в'броятности, что число появден1Й собыпя Е им^етъ именно та- 
кое значеше, и наконецъ къ сложешю всбхъ этихъ вероятностей. 

Оъ другой стороны мы знаемъ, что вероятность каждаго 
опредйюннаго значен1я т выражается, согласно Формуле (4)^ 
произведешемъ 

; 1.2.3. ... п т п — т 

1.2 т. 1.2 — (п—т^Р * 

Следовательно^ обозначивъ вероятность неравенствъ 



пр -4- <1 У 2прд < т < лр ч- ^, V2пр^ 
символомъ 

я _ 

пр-*-*| У2пр^ 

имеемъ 



где 



т 



пр -*- ^2 у^пр^ 
пр -♦- «I V2пр^ 

^_^ 1.2.8. ... п т Л"""' 

»л 1.2 т. 1.2 (п^т) ^ ^ 



а суммироваше ^ распространяется на все значешя целаго 
числа т, удовлетворяюиця неравенствамъ 



пр -«- ^1 У 2прд <,т<пр-^1^ У2прд[ . 
Приступая къ разсмотренио суммы 



положимъ 



^т^ пУ 



т = пр-^18 У2пр2 
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и такимъ образомъ введсмъ вместо Ц'Ьлаго числа т новое пере^ 
1г1нное а^ которое ограничено неравенствами 



и 7С10В1еиъ, что пр-^аV2пр^ должно быть чисдоиъ ц'Ёлымъ. 

При безпред'бльномъ возрастанш п всё значешя т^ на кото- 
рый распространяется разсматриваеиая нами сумма, возрастаютъ 
безпред'1дьно вместе съ соответствующими велчинаин 



п — т=:щ — 0V2пр^. 
Поэтому при отыскати пред'&1а суммы 

МЫ можемъ къ каждому изъ трехъ произведен1й 

1 • 2 . • • • 91} 1 • 2 • • . • Му 1 • 2 • . • . (п — ш) 

применить известную Формулу Стирлинга, въ силу которой 
им^емь 

Зам'1няя въ выражеши 

"*1 п 1.2 т. 1.2 (п^т)-^ » 

произведен1я 

1.2. .. . л, 1.2. .. . т, 1 .2. . . . (л — т\ 

согласно Формуле Отирлинга, произведешями 



У2тгп п" в~*, У2тт т!^ е^, У 2т: (п—т) (п—тУ"^ ё 
получаемъ новое выражеше 



— т ^ — п-^-т 



^«,»=И 



211П п** б — *• р^ 3** — *** 



21СШ . 21С (п — т) т^ в — »* (п — т)** ""•»*« — п -»- т 

— т 



р/ 2тс1п (п — ш) \т/ \п— т/ 



и такниъ образоиъ приходинъ къ новой суми^ 

которая расаростравяется на т§же значен!» т, какъ и сунна 

2?„ „• 

При достаточно бояьшихъ эначетяхъ п вс^ отвошешя ел 
гаемыхъ Р^ „ одной суммы къ соотв^тствуюшдмъ слагаемы! 
^т п АРУГ"^ будутъ сколь угодво близки КЪ еднниц*. 
Сл^ловательво 

пред-Ьлъ ^ др, I ^ = 1 
и потому 

пред'1лъ 2Р^ „ = пред-Ьлъ 2,Р'^ ^, 

если только можно установить существование предка одвой к 
зтихъ суимъ, что и будетъ нами выполнено относительно 2Р'^ , 
Выражение Р* „ можно разсматривать какъ произведен 
двухъ множите1ей 



И 



2пт {л — т) 



(Г(»^Г" 



Останавливаясь сначала на второнъ изъ этихъ множителе 
положимъ 

и разсмотринъ \о$ Т7 съ ц-Ёлью доказать равенство 
пред'Ьлъ (!оё РГ — г') = О . 
Въ силу равенствъ 

от := пр ч- я У2Йр2 и п — т^=щ — еУ2пр2 
тг1емъ 
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т 



Подставляя въ ТУ эти выражетя — и 

* пр Щ[ 



черезъ в и 



принимая во вннман1е, что при достаточно большихъ значетяхъ 
п веб значен1я произведенш 



^У-7 "^ уТ Ут 



будутъ сколь угодно малыми, последовательно получаемъ 



1овГ=».1о«(1-^^у^)-»-(.-»)1ов(1-^|/|) 
= а ^^щрд^ — дл^ -+- ^дг^ - 



г У2прд — ]рл* -I- 2р^ег* 



•• • • 



• • • • 



и наконецъ 



о** М г«* 






такъ какъ 



д-«-2д— ^)н-2|) = з-1-р = 1. 



Не составляя коэФФИщентовъ 

а, р, тг 

нам^ченнаго нами разложен1я 

въ рядъ по степенямъ -;=, мы по одному виду ряда можемъ 



заключить, что сумма его 



9Л^ 



уе^ 



п 



3 



должна приближаться къ пред'1лу нуль, когда п возрастаетъ без* 
предельно, а а остается въ данномъ промежутк]^. 



.с 



-. ■•<' < 



.»*' 



Х4 












Итакъ^ при безпредйАьноиъ возрастанш п развость 

1ое1Г— г* 

д'1йствнте1ьно приближается къ пред'йлу шушь и потону отно- 
шен1е 



приближается къ пред-к!; еднавца. 

На этоиъ основав1и мы зан'Ьнииъ Ж на е**. 

Обращаясь къ другому множителю выражен1я Р'^ ^, зан{1- 
тииъ, что разность важдыхъ двухъ сиежвыхъ значеа1й«и1гЬеть 
одну и туже величину, и условимся обозначать ее синволонъ Ае. 

Величина А; определяется гёнъ соображешеиъ, что смеж- 
ныиъ значен1яиъ в должны соответствовать смежный же значе- 
Н1я т, который отличаются другъ отъ друга на единицу. 

Соответственно этому ииесмъ 



т = пр-*-е Угпрз , 



я»-»- 1 


= |^р-^■ 


(гч- 


4«)У2ия, 


м- 1 


= »?-+- 


(<г- 


4г) У2пр1 , 


отсюда выБОДиыъ 










Д*=; 


>'а.и 





Разсматрнв&я эагЁмъ отношенае 

Д* ■./ п 

— = къ 1/ 

последовательно получаемъ 

-^ : 1/ " ^1/" ■"-"' 
У -к у 2жт (п — т) Г "Р "3 

и отсюда заключаеиъ, что при достаточно большихъ значенгяхъ 



V 
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п это отношеше будетъ сколь угодно блзко къ единице, при 
всЁхъ разсиатриваемыхъ нами велЕчвнахъ в. 

Изъ доказаннаго нами сг1дуетъ, что при разысканш пре- 
дала суммы 

мы можемъ вместо 



У2тст(п — «) " ^1л7 \п — т} 



* — т 



соответственно взять 

и е 



^ - _,» 



Мы получимъ такимъ образомъ вместо Р^ ^ новое выра- 
жеше 

отношен1е котораго къ Р^ ^, при достаточно большихъ значе- 
Н1яхъ п, будетъ сколь угодно близко къ единице для вс^хъ раз- 
сматриваемыхъ нами значешй ». 
И подобно равенству 

пред*лъ 2Р= пред'Ьдъ ЗР' 

можеиъ установить другое 

предал 2Р' ^ = пред*лъ 2Р" „, 

П^ОО 11 = 00 ' 

при чемъ вс! суммирован1Я распространяются на одни и тЬже 
значен1я т. 

Обращаясь къ сумм'Ь 

положимъ, что наименьшимъвозможнымъзначешемъ^? будетъ 5^, 
а наибольшимъ г^ . 
Тогда должно быть 
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в совокупность разснатриваеиыхъ ваш этачешй «представится 
аряФиетическою прогресс1ею 

е^, 0^-*-Аг, г,ч-2Дв, . . . ., г, — Ал, ^)> 

При безпред'Ьльвонъ возрастанш н разность 

каасдыхъ двухъ сиежныхъ значен1Й г, нриСпшается къ пределу 
нуль, равно какъ н разности 

г^ — (, и (, — г,, 

которыя иевьше Ч'^нъ Дл; такъ что 

вред-Ьлъ Д*^0, пред'блъ г^ = ^^, пред-Ьлъ я^^^,^ 

На этонъ основав1и, въ силу иэв'^^стныхъ оредлошешб объ 
онред'Ьленныхъ ватегралахъ, нетрудно заключить, что при без- 
пред'Ьдьнонъ возрастании п сукна 

■^-^ п, п' 
равная 

приближается къ пределу 

а ьмЬстЬ съ нею къ тону же пределу долашы приближаться ■ 
друпн дв'Ё суииы: 

2Р'^ „ н 2Р„_ „. 

Такимъ образоиъ теорема Лапласа доказана. 

Принимая же пред-блъ в-Ёроятности за приближенную ея ве- 



\ 
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лйчвну получаемъ приближенную Формулу 






Въ частности при 

И1Г1е11Ъ 



<г Ф;%=1 е-'сг. (7). 



яр -♦- < У2пр^ 

я_ 

пр — I У2пр^ 

Вримпчанге. Вместо Формулы (7) Лапдасъ въ своеиъ извй- 
ствонъ сочиненш «ТЬёопе апа1у11дпе с[ез ргоЬаЫШёб» устано- 
вить другую приближенную Формулу. 

Мы не станемъ выводить зд'кь Формулы Лапласа, хотя въ 
изв^стныхъ случаяхъ она даетъ возможность вычислить в1^роят- 
ность значительно точн^е^ ч'Ьмъ то можно сделать по Формуламъ 
(6) и (7). 

Мы не станемъ также заниматься оценкою погр'бшности 
приближенныхъ Формулъ (6) и (7). 

§ 10. Доказательство теоремы Бернулли. 

Задавъ по произволу два положите льныхъ числа & и т), по* 
кажемъ, что при достаточно большихъ значен1яхъ п в'&роятность 
неравенствъ 

больше 1 — 71 . 

Для этой ц']^ли станемъ, при некоторой величин'^ Ь^ разсма- 
тривать В'1роятность неравенствъ 



пр — I У2прд ^^пкС^р-^^ У2пр2 



равносильныхъ неравенствамъ 



г У2ра ^ т ^ X У2вд 



'V п п Уп 



*) Д^м 0ТЛИЧ1Я прибдижевныхъ равенствъ отъ точныхъ ны перечерки< 
ваенъ обыкновенный внакъ равенства. 
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По доказанноыу эта в1|роятвость 
пр — I Угярс 

в _ 

пр-^-^ у'гмрз 
вна прибдиаштьса къ пред'Ьлу 

I < остается безъ И81г1вен1я, а п возрастаегь без! 
Съ другой стороны лзвЬешо равенство 






)рое повазываетъ, что ври достаточво бодьшихь 
лвость 

етъ СЕОл> угодво паю. 

Поэтому, раэбивъ т) на два подо&втедьныхъ сп 

1", т. е. положивъ 

ц^ч'н-т)" при 11'>0 и ■»]">0, 

иожемъ распорядвться чисюиъ I такъ, что будеп 

ат^нъ назначить чисю Пд настолько бодьшииъ, 
хъ зиачен1й п, удовдетворяющнхъ неравенст: 
ность 
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Придавъ такивгь образоиъ числу < определенное звачен!е, 
уставовииъ кро1гЬ неравенства 



еще следующее 



П>По 



Тогда вероятность неравенствъ 



т 



г< — —р<-^-г 



будеть больше вероятности неравенствъ 






такъ какъ 



е> 



У1Г 



и потому вей значешя т, удовлетворяюпця неравенстваиъ 



«^ ^ « ^ 



П 



^V2р^ 



удовлетворяютъ и неравенствамъ 






В'&роятность же неравенствъ 






обозначенная свмводомъ 



пр 



больше 



пр- 



- г V2пр^ 

г У2прд^ 

1] =1- 



Сл§довательно при вс^хъ значетяхъ п, превосходящихъ 

2р^V^ 



1 



I 
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в^роетность неравеиствъ 

— б<-^-— р<-не 
больше 

1-1). 

Такииъ обраэоиъ теореиа Бернулли доказана. 

Лргмгшате. Издожевное наш доказательство теор 
вулжв основано, иежду прочвиъ, на существован1к так 
»о , что при ъсЬхъ, превосходящихъ его, значен1яхъ л 

иеньше выбраннаго вами чныа г{'. 

Существо8ан1е числа Пд установлено теоремою Лапл 
д^ЬлтЬ вероятности. 

Но иы не иоженъ придать этому числу опред-йлеивап 
пока □огр^&юность првближенаыхъ Фориулъ (6) и (7) ос 
вэсл^дованной. 

§11. Иэъ теорены Берну лли обыкновенно заключ 
при безпред'Ьльноиъ возрастан1и числа испытав1Й отнош* 
поавлен1Й собьтя къ числу испытанШ приближается к' 
ПОСТЕ событ!я при отд'бльныхъ испытан)яхъ. 

Подобное заключен1е нельзя однако признать безуи 
видьныиъ не только для гЁхъ случаевъ, когда услов1я 
Бернулли не выполнены, но и для тБхъ случаевъ, къ : 
эта теореиа внолн'11 при1гЁнима. 

Условия теоремы Бернулли состоять въ независимо 
тан1й и въ постоянстве величины вероятности собыпя 

При этихъ услов1яхъ и при введенныхъ нами обозв 
теорема Бернулли обааруживаетъ невероятность звачи 
откловенЗй отношен1я — отъ р, при большнхъ п. 

Но она ае устраняетъ окончательно возможност 
отклопен1й; I эти невероятвыя отклонев1я могутъ оказ! 
ствительнымн. 



ч. 
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Считаемъ полезнынъ за1г1тить также, что изъ теоремы Бер- 
нудл недьзя выводить необходимости компенсащи резудьтатовъ 
однихъ испытан1Й результатами другихъ. 

Именно, если для наблюденныхъ нами испытан1Й отношенге 
числа появлешй событ1я къ числу испыташй значительно откло- 
няется отъ величины в^^роятности событ1я, то отсюда нельзя за- 
ключать, что для оосл^&дующиxъ испытанш подобное же отно- 
шен1е отклонится отъ той же вероятности въ другую сторону. 

Такое заключенге противоречило бы предположешю о не- 
зависимости испытан1й другъ отъ друга. 

Въ силу этой независимости, каковы бы ни были известные 
намъ результаты однихъ испытан1Й, они не могутъ изменить на- 
шихъ 8аключев1Й о возможныхъ результатахъ другихъ испы- 
тан1й. 

Наприм^ръ, если вероятность собьтя равна у ^ "Р^^ двад- 
цати испытан1яхъ оно не появилось ни разу, то при двадцать 
первомъ испытан1и мы им^емъ одинаковое основан1е какъ ожи- 
дать такъ и не ожидать появлен1я этого событ1я до тЬхъ поръ, 
пока нетъ сомнен1я въ независимости этихъ испытан1Й и въ 

правильности принятой нами величины вероятности -^ * 



4* 



ПАВА III. 



умм'1^ независимыхъ величин^ 

I. Приступая къ ваасвыиъ обобщевЫнь предыду 
Ь; мы до^жI1ы ввести новыя опред^^Iен^я и понят! 
1шимъ, что значевде н-Ькоторой в&1нчипы X совпа 
!ъ изъ чиседъ опред^1енной систеиы н что каждому 
;темы соотв^тствуетъ о^ред'Ь^еиная в-Ьроятност 
1Я со 311ачец1еиъ X. 
гь иыевао 



ожныя значешя X и 

р^, р,,...., ^>1,...., р, 

аятности; такъ что р^ представ1яетъ в'Ёроятвость, ' 
шачен1е х.^^. 

такихъ аредположен1яхъ и обозначен1яхъ иы 6; 
ь математическими ожидашемг величины X сунн 

р^ х^ -^р^ х^-^ -*-р^ а;^ -н -ь^), х^ . 

[кг математическими ожидангемъ величины мы 
мму произведенгй каждаго шз возможныхь ея зш 
тамжвующ^ вгьроятность. 



^.. 
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При установлеши этого опредйюшя можно предполагать, 
что вс1 возможный значешя X различны другъ отъ друга. 

Нетрудно однако заи'&тить, что такое предположеше можетъ 
быть зам'Ёнено другимъ болЪе общаго характера; такъ какъ ни- 
что не м^^шаетъ намъ каждый случай, которому соотв^Ьтствуетъ 
то или другое опред'1ленное значен1е X, разбить на н1Ьсколько 
несовм'бстныхъ между собой случаевъ, отличающихся дру1*ь отъ 
друга не величиною X, а другими обстоятельствами. 

Поэтому, опред']^яя математическое ожидавхе X какъ сумму 



произведен1й каждаго изъ возможныхъ значенШ 2 на его веро- 
ятность, мы должны предполагать только, что эти значен1я опре- 
д'бляются единственно возможными и несовместными случаями; 
такъ что каждому числу х^ системы 

соответствуеть свой особый случай, вероятность котораго р^ 
мы называемъ вероятностью значен1я х^. 

Это простое зав1ечан1е послужить впоследств1и для сокра- 
щешя вычисленш. 

Для примера положимъ, что мы бросаемъ на горизонтальную 
плоскость две шестигранный кости и разсматриваемъ сумму 
вскрывшихся нумеровъ. 

Назвавъ одну кость первою, а другую второю и обозначивъ 
буквою У вскрывш1Йся нумеръ первой кости, буквою 2 вскрыв- 
Ш1ЙСЯ нумеръ второй кости и буквою X разсматриваемую нами 
сумму Г-ь2Г, мы можемъ различить 3 6 единственно возможныхъ 
и несовместныхъ случаевъ, которые ясно представлены въ таб- 
лице: 

^8:=1-1-1=3,Х=1-#-2=3,Х=1-#-3=4,Х=1-1-4= б,Х=1-ьб=: 6,Х=1-1-6= 7, 
3:=2-*-1=3, Х=2н-2=4, Х=2-1-3=б, Х=2-4-4= 6,Х=2н-5= 7,2=2ч-6= 8, 
Х=3-*-1=4,Х=3-*-2=5,Х=3-+-3=6,Х=3-*-4=: 7,Х=3-^5= 8,Х=3-1-6=: 9, 
2Г=4-*-1=5, Х=4-*-2=6, Х=4-+-2=7, Х=4-н4= 8,Х=4-ь5= 9, Х=4ч-6=10, 
Х=5-#-1=6, Х=5-ь2=г7, 3:=5-*-3=:8, Х=бч-4= 9,2С=б-ь5=10, Х=5-н6=11, 
2=6-^1=7, Х=6н-2=8, Х=6-1-8=9, Х=6ч-4=10, Х=6-1-б=11, Х=6-+-6=12. 



— 54 — 

Такъ какъ веб эти случаи равновозножны, то в11роятво( 
важдаго изъ нихъ равна ^ в ыатеиатпческое оа[вдан1е раза 
трвваеной сунны 

выражается, сопасно оаред^ев1ю, суниою 



й-^ 


■й" 


-Г.- 


■^я- 


•-Я-^зб 


. 5 . 


4 


, 6 


, е , 


1-'-4-° 


-^86^ 


36 


' 36 


' 36 ' 


'^36*36 


-4-Й-Й-^-1*1 


-1-^ 


. — - 


7 


Ч-ИН 


9 10 



36 36 86 36 36 86 
86 36 36 36 36 36 

которая равна 7. 

Вместо 36 равновозиожвыхъ случаевъ ыы иоженъ раз. 
чить, 00 ве1вчив'1& разснатрвваеной суииы, 1 1 сдучаевъ: 

Х=2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 

которынъ соотв^Ьтствуютъ так1я в'Ьроятвоств 



Определяя на этоиъ освова1]1и матеиатвческое ожидан1е 
по^учаемъ то же число 7 подъ ввдонъ сунны 



Нанъ првдется разсматривать не одну величвну X, & I 
сколько подобвыхъ велнчинъ, врв чеиъ для большей ясноств ] 
будеиъ предполагать, что для каждой изъ нихъ совокуввос 



V 
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возможныхъ ея значешй состоитъ изъ конечваго числа различ* 
ныхъ чисел». 

Подобно тому, какъ раньше важно было установить поня- 
Т1е о незавиеимыхъ собьтяхъ и независимыхъ испыташяхъ, 
такъ теперь важно установить понятхе о независимыхъ величи- 
нааъ. 

Нтьсколько величинъ 

МЫ будемъ называть независимыми^ если для каждой изъ нихъ 
впроятность гштьть каждое опредтменное значенге не зависишь 
отг значенгя прочихъ величинъ. 

Останавливаясь на случа'Ь двухъ велчинъ подожииъ, что 

ВСЁ возможный, различный между собой, значешя X, а 

ВСЁ возможный, различный между собой, значен1я Т. 

Если величины X и !Г не зависятъ другь отъ друга, то каж- 
дому числу Ху^ системы 

ДОЛЖНО соотв]^тствовать опред'Ьленное число р^^ представляющее 
в'броятность, что X равно Ху^ каково бы ни было изв'Ёстное или 
неизвестное значеше Т\ и каждому числу у^ системы 

Ум У%у' • • *9 Ут 

ДОЛЖНО соответствовать определенное число д^ , представляющее 

вероятность, что Р равно у , каково бы ни было известное или 

Н" 

неизвестное значеше X. 

Примпманге 1. Во избежаше недоразумешй заметимъ, что 
изъ независимости величинъ X и 7^ не вытекаетъ независимость 
X и какой нибудь Функцш обеихъ величинъ X и Г*, напримеръ 
Х-нГ. 



Д^я пояснен1я подожииъ, что каждая иэъ незав1С1И1 
'"^ У и У можетъ вм4ть два равнов-броятныхъ знач 

— 1 и -ь-1. 
1суниа 

[ц-Ёть трЕ раз^ичныxъ значен1я: 

— 2, О, н-2, 

сти которыхъ представляются дробями 



1ен1я Ха У остаются неизв'1стныни. 

же при ыеизв^стаоиъ 311ачен1и Т даво значев! 

ь значений суммы Х~*- У остаются только Д1 

ЗВ'&рОЯТНЫ. 

Х=;-1-1 сумма Х-*- Уве ножетъ им4ть зеаче! 
в два воэиожныя еязначеы1я, О и -н2, раввов! 
= — 1 сумма Х-*- У ае можетъ им'Ьть значен 
г два возможныя ея значения, — 2 и О, равнов'Ё 
тчате 3. Зам'Ьтимъ также, что независимое! 
№гь быть обусловлена тЬмв данными, при к< 
нваются вероятности ихъ возможныхъ значен! 
изи'Ъненж даввыхъ зависимыя величины ногу 
^зависимыми и обратно. 

аояснен1я этого зам']^ча111я можно было бы с( 
подобный тому, какимъ мы пояснили вл1ян1е ^ 
гыость и независимость собьтй. 
ы предиочитаемъ привести примерь другого р( 
кажетъ также, что независимость нескольких 
)авносильна незавпсимости каждыхъ двухъ язъ 
ь будуть 

X, У, 2 
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три числа, связанный равенствомъ 

Положимъ дал^е, что 

X и Г 

не зависятъ другъ отъ друга, пока 2 остается неопред'бленнымъ, 
н что для каждой изъ этихъ величинъ представляется два и 
только два равновозможныхъ значенья: -ь 1 и — 1 . 

Въ этомъ случа'Ё независимыя величины X и У перестануть 
быть независимыми, какъ только будетъ онред'Ёлено значеше 2: 
при 2Г=н-1 должно быть Х=Г, а при 2= — 1 должно быть 
Х-4-Г=0. 

Нетрудно вид'Ёть также, что при неопред'бленномъ значен1и 
X величины Те 2 будутъ независимыми, а при неопред'йлен- 
номъ значенш Т будутъ независимыми Хж 2. 

Итакъ, если ни одна изъ величинъ 

X, Т, 2 

не рпред'Ьлена, то каждый дв-Ь изъ нихъ не зависятъ другъ отъ 
друга; разсматриваемыя же вм-ёстё 

X, Г, 2 

не представляютъ трехъ независимыхъ величинъ, такъ какъ он'Ь 

связаны равенствомъ 

2=ХТ. 

§ 13. Важное значеше математическаго ожиданхя обнару- 
жится при разсмотр']^ши суммы многихъ независимыхъ величинъ. 

Предварительно мы докажемъ несколько простыхъ предло- 
женш. 

Теорема. Математическое ожиданге суммы равно суммгь 
математическиосъ оонмдангй слагаемыхъ. 

Эта теорема относится къ какимъ угодно величинамъ, какъ 
къ независимымъ, такъ и къ зависимымъ. 
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Для доказате1Ьства ея поюжвнъ, что значения I 
будь в&гачввъ 

X, Г, 2,...., Ж 

о^р€д^^Iяются едннственао воэиожвьши и несовн'Ёст 
чаяни 

Д, Е„ , Е„. 

Пусть в'ЬроятностЕ этихъ сдучаевъ соотв'Ьтственн 

пусть накояецъ система 

^*. У*' **' «'к 

□редстакиеть значев1я 

X, Т, 2,...., ТГ 
для случая Е^; такъ что 

X, т, г,...., ТУ 

□ринЕиаютъ соответственно 8начен1я 

*1. Уп *п . "к 

если появляется Е^, эначенЫ 

*„ У,. '„■■■., »,. 

если появляется Л,, и т. д. 

При таквхъ услов1яхъ и обозначешяхъ матеиатвч 
дан]я величйнъ 

X, Г,...., Ж 

выражаются соответственно суиыами 

, Р^Щ-^-Рг^О^-*-- ■ ■ ■-*~Рп^п- 



\^ 
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ЗатЬмъ относительно суммы 

г-н -ьтг 



зам'1чаемъ, что сообразно пояыетю собьтй 

-Е^ , ^я , • • • • , Д| 
она принимаетъ значен1я 

Поэтому ея математическое ожиданхе выражается суммою 

которая, очевидно, равна сумм']^ 

-н ч-{р^щ-^р^щ-^ -*--Рп«^п)- 

Итакъ, математическое ожидан1е суммы 

Х-ьГ-н^-1-....-нРГ 
равно сумм^ математическихъ ожиданШ слагаемыхъ 

Л.у Х^ ^) * * * *9 '^* 

Употребляя для обозначешя математическаго ожидан1я 
буквы м. о., можемъ выразить установленную теорему Формулою 

м. о. (Х-нГ-»-....-*-Ж)=м. о. Хн-м. о. Г-+-....-1-М. о. ТГ (8), 

Прим'Ьръ прим^^нен1я этой теоремы можетъ доставить раз- 

смотр']&нная раньше сумма • 

Хн-Г 

вскрывшихся нумеровъ двухъ, брошенныхъ на удачу, шести- 
гранныхъ костей съ нумерами 

1, 2, 3, 4, 5, 6. 
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Въ данаоиъ случае иатенатическое охидаше каждой изъ в( 
личинъ 

X и Т 
равно 

.1 п1 <>1 л '^ с1 е! 7 

1._-4-2-^н-3--5-н-4.-5--к5.-^-^6-5- = -5-, 
и потому натеиатическое ожвдаше шхъ суниы 

должно арЕводяться къ 7, какъ и было найдено раньше. 

Теореиа. Математическое ожидате произведены независи 
мыхъ величинъ равно щ)опзведенгю ыхъ математическыхъ оо/си 
датй. 

Эта теореиа отвоснтея къ ироизведеа1ю любого числа неза 
внсиныхъ величинъ. 

Мы ограничился разснотр'Ьн1еиъ ароизведен1я двугь нво 
жителей, такъ какъ отъпроизведешядвухъ множителей нетрудн 
перейти къ произведению любого числа уножителей, посредством' 
посл^довательнаго орибавлен1я одного множителя за другииъ. 

Пусть система 

а?!, Жз, , а;^, , ж, 

представляетъ вс^ возможный различный значенья величины Л 
а систеиа 

У1, Уа, . У^, . Ут 

представляетъ всё возможный различныя значеи1я величины Т. 

Если Хл Т, какъ мы предаолагаемъ, не зависятъ другь ог 

друга, то должны быть еще дв-^ онред^енныя системы чиселъ 

н 

гд'Ь вообще р■^^ представляетъ в-Ёроятность величин'1 X им^т 
значенье х-^^ какъ ври изв'Ьстномъ, такъ и при пеизв'Ёстнонъзва 
чен1и Г, число же д^ представляетъ В'Ьроятность величиа* ] 



\ 



_ ^^ 
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им'Ёть значен1е у^ какъ при изв'1стномъ, такъ и при неизв^стномъ 
значеши X. 
ЗатЁмъ суииа 



РгХ^-нр^Х^ 



• • • « 



^х^х 



• • • • 



Рг'^! 



будетъ иатеиатическяиъ ожидатеиъ X, а сумма 



91 У 1-^-9, У, 



• • • • 



?цУ(1 



• • • • 



9п^У 



т ^т 



будетъ математическимъ ож?дан1емъ Т. 

Приступая же къ опред'Ьленш математическаго ожиданхя 
ХТу ыы иожемъ различить 1т единственно возможныхъ и не* 
совм'бстныхъ случаевъ, каждый изъ которыхъ опред'Ьляется со- 
вокупностью зваченш об'&ихъ величинъ Хш Т. 

СхЁдующая таблица представляетъ наглядное перечислеше 
этихъ случаевъ 



Х-х,, Т-у, 
Х=х^, Т=у^ 


Х=х,, Т=у, 




Х=х^, Т-у, 
Х=х^, Т=у, 




Х-х„ Т-у, 
Х-х„ Т-у^ 














Х-х,, Г-у^ 


Х—х„ Т—у^ 




Х=х„ Г=у^ 




Х-х„ Т-у^ 














Х=х,, Т=у„ 


Х=х„ Г=у„ 




Х-х,, Г=у„ 




-2^=^/, ^=У^- 



Возьиеиъ любой изъ этихъ случаевъ: 

Х = Ху^, Т=у^. 



Его вг|роятность равна 



Рх9, 



по теореме умноженхя в^кроятностей; произведение же 

ХТ 
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привЕнаеть въ этонъ схучаА зяачеше 

Поэтому, согдасно ооред^ленш, иатеиатическое ожидав1е 
произведев1я ХТ ношетъ быть выражено суниою в(г1хъ про- 
нэведев1Й 

гд* 

Х = 1, 2, , I и (1—1, 2, , т. 

Ск)единяя въ этой суии*! т1 иагаеиыя, гдй X видеть одво 
и тоже значев1е, иожеиъ разбить ее на I отд'Ьдьвыхъ суиыъ 
вида 

Д1Я подучешя которыхъ н&до давать X значен!» 

1, 2,...., I 
Суниа же 

РхЯх ^хУ^-^РхЯг !СхУ.-*-. . . . -»-^'xг« *хУт. 

очевидно, равна нровзведен1Ю|>^я;^ на суииу 

нредставдяюЕпую иатеыатическое ожидан1е У. 

С^^довате^ьно разсиатрвваеиое ванн иатеиатвческое ожи- 
дав1е равно суыи-1Ё 

Р1<»А91У1-^Я%Уш-^ -*-9тУт> 

-^Р,<^, (ЯгУх-^-Яа»-^-- ■ ^■^Я„У^ 



-*-^', ж, (2, у, -ь ?, у, -н . . . . ч- з„ у„), 
которая тотчасъ приводится къ произведению двухъ сушгь 



"1 
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■ 

соответственно равныхъ математическому оашданхю X н мате- 
матическому ожидатю У. 

Итакъ математическое ожндаше произведенхя двухъ незави- 
снмыхъ ведичннъ равно пронзведешю ихъ математическихъ ожи- 

дан1Й: 

м. о. ХТ— м. о. X X м. о. Г (9). 

Отсюда уже не трудно заключить Д1я любого числа незави-- 
симыхъ величинъ, что математическое ожиданхе ихъ произведенхя 
равно произведена математическихъ ожидашй этихъ величинъ. 

Въ частности, математическое ожидаше произведенхя неза- 
висимыхъ величинъ должно приводиться къ нулю, если равно 
нулю математическое ожидате одной, или нйкоторыхъ, изъ нихъ. 

Леша. Если Л означаете математическое ооюиданге еели- 
чины 17, есть значенгя которой числа полооюительния^ а I число 
произвольное; то втьроятность неравенства 

больше 

Доказательство. 
Пусть два ряда чнселъ 

^1 » ^2 5 • • • • ? '^в ? • • • • ) ^, 

И 

представляютъ соотв^&тственно совокупность всбхъ возможныхъ 
значешй V и в'&роятности этихъ значешй; такъ что вероятность 
величине и иметь значенхе и^ равна о^ . 
Одни изъ чиселъ 

больше А(\ друпя меньше А/^ или равны этому числу. 
Для определенности положимъ^ что числа 

«1, Щ1 I ^4 
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больше А1*, остадьныя же 

[ьше Ль'. 
Тогда вероятность неравенства 

разится суммою 

Ю, -+- <|)д -4- . . . . -Н И^ , 

'дасво теоремБ а10жен1я вероятностей; такъ кавъ собы 
ражаеиое этниъ неравенствомъ, можно разбить на нес 
стные виды, выражаемые равенствами 

р-=и„ г7 = м„ , ^=и^. 

Согласно той же теорем-Ё &1ожен1я в^роятвостей сумма 

здставвтъ вероятность неравенства 

и> А1К 

Вместе съ теыъ имеемъ 
= ш^ м, -ч- ш, «, -ь . . , . н- 0)^ ы^ -»- й)(_^, 1*(^,-*- . • . . и- м 

1 = О), -ко, -I- . . . .Н-(д>(-1-(1)^^^Н-. , . .-ЬО)^, 

п> какъ, во первыхъ, буквою А мы обозвачил матеиа 
ское ожвдан!е величины П в, вовторыхъ, сумма вероятное 
5ыт1й, едивственяо возможныгь и несовиестныхъ, должна п 
1иться къ едивице. 

Принимая же во вниман1е, что между вначенЫни П, как' 
»ду числами 

тъ отрвцательныхъ чвселъ, согласно одному изъуслов1йлем1 
тго все числа 
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больше АЬ^^ взъ равенства 

выводииъ посх]&довател>но неравенства 

и наконецъ 

^>а)^^^-+-со^^^н- -4- со,. 

Посл'&днее неравенство показываетъ, что вероятность не- 
равенства 

V > А1\ 

вьфажаемая суммою 



меньше -^ • 






СтЁдоватедьно в^&роятность неравенства 



больше 



1 1 
1 — ^? 



ибо эта пос1'1^дняя в'броятность выражается суммою 



(«>2 -I- (О^ Н- .... -#- СО^ , 

которая равна 

Основываясь на доказанной лешв.% нетрудно установить с д^&- 
дующее замечательное неравенство Чебышева. 

Неравенство Чебышева. 

Если для какихь нибудь независшшхъ величиш 

МЫ обозначит^ соотвптствешю^ ихъ математическгя ооюидангя 
буквами 

О/ш 0^ 0^ • . . • • V 

5 



1 



математическгя ожидангя ихъ квадратоп тпми же буквам» 
значкот , , ш. е. (яшволами 

0| , Ь, , с, , . . . . , /1 ; 

7 при произвоАмюмъ значети числа I разность 

■-^ 

детъ меньше впроятности, что сумма 
выходить изг щедгьловъ 



^-Ъч-с-1- н-г— (Уа,— а'-нЬ,— б'-нс,— с»-»-.. ..-*-/,— /• 



Докааательство. 
По^агая 

г7=(Хн-Г-1-2-1-. . . .-нРГ— а— Ь — с. . . . — О' 
обозначввъ буквою Л иатеиатвческое ожидан1е П, ны иожеиъ, 
основаа1и то1ько что доказаавой деыиы, заключить, тто ори 
1бо11ъ значен1и числа I разность 

яьше вероятности неравевства 

Х-1-Г-н2н- -^Ж—а — Ь — с — 1)'^Л1\ 

торое, равносильно совокувности двухъ веравенствъ 

-^Vл<X-^7-^г-^- -*-'№—а—Ь—с—....—1<1УЛ. 

Оь другой стороны имееиъ 

= (Х— о)'-1-(1'— г1)'-н(2— с)'-1- -1-(1»'— !)• 

■^-2{X — а){У—Ь)-^2(X. — а){г—с)-^- 
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откуда выводимъ 



м. о. П=А=м. о. (X — а^ч-м. о. (Г— Ь)"-*-....-1-м. о. (IV — 1^ 

-4-2 м. о. (Х—а) (Г— Ь)ч-2 м. о. (Х—а) (^— с)-*-. 



Разсматривая же въ отд'Ьдьности сшгаемыя посх]^дней 
суммы, получаемъ 

м. о. (X— а)«=м. о.(Х«— 2аХ-1-а^)=м.о.Х'— 2а.м.о.Х-4-а* 



=^ а^ — 2аа -н а* = а^ — а^ 

м. о. (Г— Ь)«=Ь1— ь«, , м. о. (т^— г)«=/1— г«, 

м. о, (X— а)(Г— Ь) = м. о. (Х—а) Хм- о. (7— Ь) = 0, 
м. о. (X — а) {2 — с) = ы. о. (X — а) X м. о. {2—с) = О, 



такъ какъ величины 

Х — а, Г— Ь, ^— с, , ^V—^ 

не зависятъ другъ отъ друга и математическ1я ожидатя ихъ 
равны нулю. 

И на этомъ основан1И находимъ 



А = м. о. СГ=а^ 



а' 



(/ "4— • • • • "~1— ^2 ■""" ^ • 



Наконецъ по звлЛеЬ А суммою 



а, 



|3 



&! Ь' Н- С?! С*-Ч- . . . . Н- ^1 Р 



легко обнаружить, что неравенства 



{УА<Х-^Тч-2 



-....-+-Т»' — а — Ь — с....— /<<У2 
выполняются въ т^хъ и только въ ткп> случаяхъ, когда 



Г-+-^ 



• • • 



тг 



А.^^ 



заключается между 



а 



-н1 — 1Уа^ — а^ч-Ъ^ — Ъ^г^ -^-1^ — 1^ 

б* 



— 68 — 

и 

а-нЬ-нсн-. . . . -н ? -I- < Уа^ — а* -I- 6^ — Ь'н-. . . .-1-^| — Г 

Сл^^довате^ьно в'броятность, что сумма 



заключается въ указанныхъ нами 1фед']^шхъ 



и 



равна кЬроятности неравенства 
и больше ч«мъ 

Такимъ образомъ неравенство Чебышева доказано. 

§ 14. Обобщенная теорема Бернумн. 

Если математическгя ожидатя неадратоеъ незавитмыхь 
велтинъ 

-2^.^ Х^ ^^у • • • • 9 УУ ^ 

число которьихъ можно увеличгшать безпредп^лмю, есть не пре- 
еосходятъ одною и тою оюе числа; то при достаточно боль- 
гаомг числгь этихъ величинъ будетъ сколь уюдно близкою къ до- 
стовгьрности вгьроятнооть^ что иосъ средняя арифметическая 
отличается произвольно мало отъ средней арифметической иосъ 
математических^ ооюидангй. 

Доказательство. 

Сохраняя для матеиатическихъ ожидан1й величинъ 

^9 ^^^ ш^^ • . . • у УУ 



л 
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• •• 



И Д1Я матеиатическихъ ожиданш ихъ квадратовъ 

Х2 уа ^9 Ш2 

• X у ^Ел у • • • > у гг 

прежн1я обозначешя 

0/^ 0^ 0^ у V 

и 

назовеиъ число ве лчинъ 

буквою 5; такъ что ихъ средняя арифметическая выразится 
дробью 

5 ' 

средняя же арифметическая ихъ математическихъ ожиданШ вы- 
разится дробью 

а-н Ь-*-с-«-. . ..-+-1 

8 

Зат&мъ обозначимъ буквою Ь то число, котораго не 
превосходить математическхя ожиданхя квадратовъ велчинъ 
X, У, 2, .... , Ж, такъ что 

а^ < X, й^ < X, с^ < 2у, . . . . , ^1 5^ 2^. 

Взявъ наконецъ любыя два положительныхъ числа 

е и т), 

покажемъ, что при достаточно большихъ значен1яхъ б' в^^роят- 
ность неравенствъ 

— •< 5 8 <^ 

будетъ больше 

1-4. 

Для этой ц^&ли намъ послужитъ только что установленное 
неравенство Чебышева. 
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При 

? = -!- 
ч 

равенство Чебышева поЕсаэываетъ, что разность 

1—П 
уьше вероятности неравевствъ 

^/^^X-^Т-*'2-^-....-^'^V—а — Ъ — с—...,— ^<У^, 
вносильныхъ неравенстванъ 

^ = о, — а* -I- 6, — Ь* ■-♦- с, — с' -»- . . . . н- ^, — ^*. 
Но каждая изъ разностей 

«1 - «'> &1 — Ь'. с, - с», .... , г, — /« 
□ревосходЕгь числа 1^, ноэтоиу и отношев1е 

8 

□ре восходить того же числа ^, произведен1е же 

— 1/- 
иожетъ превосходить 

СМдовательно, если распорядимся чисдоиъ 5 такъ, чтобы 

[ЛО 

числа 
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будутъ заключаться между 

в и -4-6 

И потону во всЬхъ сдучаяхъ, когда оправдываются неравенства 

Уз у 8x1= 8 8 ^У~8\ 8у! 

буг^тъ им^^ть м-Ёсто и неравенства 

— с<- ^ 5^ <-+-е. 

При такихъ услов1яхъ в'броятность неравенствъ 

— 6< д^ 3 <-+-6 

будетъ, конечно, не меньше вероятности неравенствъ 



У8 У 







которая по доказанному больше ч'Ьмъ 1 — ц . 
ИтакЪу в'Ёроятность неравенствъ 

^ Х-1-Г-н^Г-н....-нТГ ач-Ьч-с-*- ч-г ^ 

-е< 5^ 5 <-нб 

будетъ больше ч^мъ 1 — т) при всЁхъ значен1яхъ ^8^у удовлетво- 
ряющихъ неравенству 



Ук <'• 



т. е. при 

Доказавъ такимъ образомъ обобщенную теорему Бернулли, 
обратииъ вниман1е на одно важное сл^дствхе ея. 

Шт математическгя оокидапгя квадратовг независшшхъ 
величинъ 

число которыосъ можно увеличивать безпредгмьщ еаь не больше 
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одною и тою же числа^ а машематтескгя ожидатн самым 
величинь 

напротивъ^ есть не меньгие одною и тою эюе положителшаю чи- 
ела; то при достаточно больгиош числть втихь ееличинг, съ впг- 
роятностью сколь угодно близкою къ достовпрности мы должны 
ожидать, что сумма ихъ 

превзойдете любое данное число^ 

Пусть, въ самоиъ д'ёхё, кровг! прежнихъ неравенствъ 

а^<Х, \^Ьч с^<2у, ...., Ьч'^Ь 

а>С, 6 > С, с >С, , 1>С, С>0. 

По доказанному, как1я бы два подожительныхъ числа • и к] 
мы ни взял, при 



в'Ёроятность неравенствъ 



5>..г 



а -*-Ь-4-с-4-. ...'*-1 ^ Хч- Г-н ^-4-. .: .н-ТГ ^ о-ьЬч-с-!-. . ..-1-1 

будетъ больше 1 — т). 

Вм'Ёст]^ съ т^мЪу конечно, будетъ больше 1 — 1Г) и вероят- 
ность одного неравенства 

в •< 5^ ' 

которое вполн'Ё равносильно следующему 

Х-ь Г-*- ^-ь. .. .-*-Ж> а -1-Ь-+-с -+-....-*- г — 5б. 



Въ силу неравенствъ 

а > С, ь > с; с > с; . . . • , 1>о 

сумма 
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больше 8С ш потому во ъсЬхъ случаяхъ, когда оправдывается 
неравенство 

X-*-Г-I-^г-н....-♦-ТГ>а-I-6-♦-с-+-....ч-г — 5б 

должно быть также 

Х-1-Гн-^н-. . . .-*.ТГ>^8'(0— е). 

Следовательно в^^роятность посл^^дняго неравенства также 
больше 1 — У]. 

Остается принять во внимате, что при 

и при достаточно большихъ значен1яхъ 5^ произведете 

8 {С— г) 

будетъ больше любого числа, и мы тотчасъ придемъ къ сл'1д- 
СТВ1Ю обобщенной теоремы Бернулли, высказанному раньше. 

§ 15. Нетрудно показать, что установленная ран1^е теорема 
Бернулли представляетъ частный случай обобщенной. 

Желая предварительно вывести предложеи1е известное подъ 
именемъ теоремы Пуассона или закона большихъ чисем^ поло- 
жимъ, что разсматривается неограниченный рядъ независимыхъ 
испытан1й, обозначенныхъ нумерами 

1) 2, 3, .... , 

и что вероятности собьтя Е при этихъ испыташяхъ соответ- 
ственно имеютъ значен1я 



^Р|» Р^9 Рву 



• • . . 



Далее свяжемъ съ разсматриваемыми испыташями количе- 
ства 

-^11 -^У -^8? • • • • 

такъ, чтобы сумма 

Х^ -*- А, -н Ад -ч-. , . .-•- Х^ , 
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при всякоиъ п выражала число появленШ собьтя Д при испы- 
татяхъ съ нумерами 

Для этого, очевидно, сл'бдуетъ для всякаго числа к системы 

натуральныхъ чиселъ 

1, 2, 3, .... , 
положить 

если при испытан1и съ нумеромъ Ь появляется событхе Е^ и 

въ противномъ случа'!^. 

При такихъ услов1яхъ отношен1е 

I ^^ ^^2 " ■ • • • ^■^ '^П 



) 



представляющее среднюю ариФметическую величинъ 

будетъ совпадать съ отношенхемъ числа появлен1й событ1я Е^ 
при вспытан1яхъ съ нумерами 

къ числу этихъ испытан1Й. 

Съ другой стороны нетрудно вид']&ть, что математическ1я 
ожидан1я 

ивгЬютъ одно и то же значенхе 

которое не больше единицы для всбхъ значешй к . 
Поэтому мы можемъ приложить къ величинамъ 
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обобщенную теорему Бернудди, зам'&няя ихъ среднюю арифме- 
тическую равною ей величиною отношен1я числа появленхй со- 
быт1я Е къ числу исоытанш. 

Принимая наконецъ во внимаше, что средняя арифметиче- 
ская математическихъ ожидан1й величинъ 



равна средней арифметической соотв^тственныхъ в'Ьроятностей 
собьпя Е^ приходимъ къ упомянутой нами теоремгь Пуассона^ 
иначе называемой закономъ большихъ чысель. 

При достаточно больгиомг числгь незаеисимыхъ испытангй 
сллдуетгу съ щроятностью сколь угодно близкою къ достовпр- 
ностщ ооктдатЬу что отношенге числа появлетй событгя къ 
числу испытангй будетъ сколь уюдно близко къ средней арифме- 
тической впроятностей событгя. 

И неравенства Чебышева обнаруживаютъ, что при 

\_ 



Л>,2 



в^^роятность неравенствъ 
будетъ больше 



^ П ' П 



гд* т означаетъ число появлешй событ1я Е при разсматри- 
ваемыхъ п испытан1яхъ, а е и т) любыя два положительныхъ 

числа. 

Указанный нами пред'&лъ для п можно уменьшить еще въ 
четыре раза, если принять во вниманхе, что ни одна изъ разно- 
стей 

Рх — ^?1^ ^>, -р,', • • • • ) Тп —Рп 

не больше -^ • 

Въ частномъ случа'1, когда всЬ в'Ьроятности 

Ргу Р%9 Рву • * * *9 



1 
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И1г1ютъ одну и ту же велчЕну ру законъ болшихъ чнседъ обра* 
щается въ теорему Бернухга. 

Получивъ такииъ образомъ теорему Бернулл! какъ частный 
случай другихъ, мы вм^сг& съ т1мъ мошемъ установить нжже- 
сл^^дующее простое неравенство. 

Если » означаетъ число независииыхъ испытан1й, р в-Ь- 
роятность событ1я Е для каждаго испыташя и т число появле- 
шй событ1я Еу то в'Ёроятность неравенствъ 

— в<— — ^р<е 

будетъ больше 

1— У) 

при вс^хъ значен1яхъ п превосходящихъ 

каковы бы ни были положительныя числа е и 1). 
Взявъ, наприм'Ёръ^ 

Р = Т^ е = ^^ 4 = 0,001, 
находимъ, что при 

5 ' 5 



= 600000 

1000 

вероятность неравенствъ 



\50/ * 10( 



^ ^ _5 —^ ^ 



60 ^ л б ^ 60 

будетъ нав'1рно больше 

0,999. 
Найденное нами число 

600000, 

конечно, слишкомъ велико; въ действительности же вероятность 
неравенствъ 

1 ^ ^от 8_ ^ 1 



50 ^ п 5 ^ 50 



л -ч 



V 
•*^^ 
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превосходить 0,999 при велчинахъ п во много разъ меньшихъ 
тЬмъ 600000. 

Яковъ Бернуш, разсматривая въ Аг8 сопзес1;апс11 тотъ же 
прим^ръ, подучихь вместо 600000 число 25550. 

Выводъ Бернуии соединенъ съ предподожешеиъ, что п д'Ь- 
дится на 50; не трудно однако устранить это предподожеше и 
небольшое видоизвг&неше вычислен^ Бернулли даетъ возможность 
не только сохранить число 25550 для вс']&хъ значешй п, но и 
н'Ьсколько уменьшить его. 

Если же мы будемъ считать за истинную величину в'Ьроят- 
ности ея приближенное значен1е, опред'Ёленное по Формуле (7), 
то для разыскашя т^хъ значешй п, при которыхъ в'броятность 
неравенствъ 



1 
50 



п б ^ 



1 
50 



и. 



*д. 



/ л 



• 4( 



больше 0,999 надо будетъ поступать сл'бдующимъ образомъ. 
Посредствомъ таблицы значен1й интеграла 



2 Г* 
— I е- 



'^Ла 



находимъ I по условш 



-^ Г е-'* 6?;^ = 0,999, 



— ^^ 



это значеше { будетъ 

2,3268 

съ точностью до що^ • 

Зат]^мъ разсматриваемъ неравенство 



/^ 



^V'-^<^ 



50 



и отсюда получаемъ 



п>2^ф 1200 X (2,3268)» ф 6497 
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Этотъ резудьтатъ не даетъ наиъ права утверждать, что при 

п>6497 



в'Ёроятность неравенствъ 

1 

50 ^ п -^ ^ 60 



<^—Р< 



будетъ наверно больше 0,999. 

Но онъ можетъ служить указанхеиъ, что разсиатриваеная 
нами в'1&роятность неравенствъ 

"50 "^ "|| ^ ^ бО" 

будетъ больше 0,999 уже при величинахъ п незначительно пре- 

восходящихъ 6497. 

Наприм'Ёръ, при 

п=6520 
в1^роятность неравенствъ 

50 "^^ п б '^^ 50 

Действительно превосходить 0,999. 
§ 16. Возвращаясь къ суми'Ё 



какихъ нибудь независииыхъ величинъ 

займемся выводомъ приближеннаго выраженья для вероятности, 
что эта сумма заключается въ пред'Ёлахъ 



и 



гд* 

(I, о, с, .... , (/ и (1|| 0| , 0^9 . • • • , »^ 

им']^ютъ тотъ же смыслъ какъ и прежде, а I число произвольное. 



Г^- 
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Это заи'&чательное выражен1е 

:^ Г 



К ^0 



нами было уже указано при доказательств'1 теоремы Бернулли. 

Тогда оно было получено для частнаго случая, соотв-бтству- 
ющаго теорем']^ Бернулли; а теперь мы выведемъ тоже прибли- 
женное выраженхе вероятности для вс^хъ случаевъ. 

Обозначииъ для краткости: 

всЬ возможный различный значешя X одною буквою х, 

Т у, 

2 • я. 



ТУ го, 



а вероятности этихъ значенШ буквами 

р, СГ, Т, . • • . , О). 

Заг1мъ условимся обозначать буквою 2 так1Я суммы, кото- 
рый распространяются на все звачен1я 

X, у, е, , V) 

и соответствующ1я имъ величины 

р, (т, т, , со; 

для обозначен1я же одной суммы, распространенной не на все 
значен1я 

X, у, ^, . . . . , V), 

употребимъ символъ 2'. 

При такихъ услов1яхъ имеемъ 

2р = 2а = 2т = . . . . = 2б1 = 1 , 

2рж = а, 2а2^ = Ь, 2т^ = с, . . . . , 2ом? = I 

2рж^=:а1, ^(ту^^=^\^ 2т-?2== Ср . . . . , 2(1)гс^=?1, 
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и Д1Я каждой возиожной системы чисе^^ь 

X, у, я, .... , и? 

соотв'1тствующее произведенхе 

рат. ... (О 

будетъ выражать вероятность совокупности равенствъ 

Х = а;, Т=:уу 2^= я, — , ТГ=1Г, 

въ силу теоремы унножешя вероятностей, примененной къ не- 
заввсимыиъ собыпямъ. 

И изъ теоремы сложен1я вероятностей нетрудно заключить, 
что вероятность неравенствъ 



а-нЬн-.„.^г-^У2^<Х-нГ-1-....ч-^<а-*-Ь^....-нг-*-<У2^ 

где 

А = а^ — а* -н Ь^ — й^ -+- с, — с* н- н- ^^ — ?*, 

представится суммою 

2' рот. ... О), 

распространенною на те значен1я 

X, у, 0, , и?, 

который удовлетворяютъ неравенствамъ 



— 1У2Л<Х'^у-^11!ч-....-^г€—а—Ъ — с—....—1<-^1У2А, 

При помощи замечательнаго множителя Дирихле иы све- 
демъ эту сумму 

2' рат. ... (О 

къ другой, которая распространяется уже на все значен1я 



г 
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Для по^чешя нношителя Днрнхле прежде всего эан^т] 
что интегралъ 

гд^ а часло постоянное, ИкГЁетъ 8начен!е ч-1 прв а> О, за. 
Н1е — 1 прв а < О, и значен1е О при а = 0. 
Поатоиу простое равенство 

г''^ 6шМСоат5 ^с_ 1 |'"^°° 8ш(Р-*-т)5 ^С , 1Г'*'°° 81П(р-т){ 
•'—со * —со 6 •'— оо * 

обварушвваеть, что внтегралъ 

_\_ г"^°° 8шР5.Соятг5 де 

гд^ ^ в -]- числа постояаныя и првтоиъ^>0, иы^Ёетъ значен) 
если 

значен1е О, если 1' лежитъ вн^ пред'1ловъ 



в наконецъ значен1е -^ > если -^ совпадаетъ сь одвииъ изъ 



Въ силу же равенствъ 

' СО " 

гд4 «;=У^^, ви'бемъ 
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Сл^доватедьно при Р > О должно быть 



1_г-*^8шм^,1гб^5_1^ если -р<^<р, 



1-1 '-5^е'т«Л5=4-> если т = -Р «и у = ?, 



« --00 



Принявъ это во внинате, прибавимъ къ каждому проюве- 

денш 

рат. • • . й> 

соотвг1тственный множитель 



гд* 



^ = 1У2Л и у=а;-*-у-1-лг-*-. . ..-нм; — а — Ъ — с — .... — /, 

и разсмотрииъ сумму 

^Н^ах. ... О). 

Если ни одно изъ двухъ чиселъ 



не принадлежитъ къ числу значенШ 

то множитель Н будетъ нулемъ для в&ккъ членовъ суммы 

2Яр(тт. ... (О 

кром'Ё т'Ьхъ, которымъ соотв'Ьтствуютъ неравенства 



—*У2А<хч-у-^19Ч' -^го—а—Ъ—с — —1<{У2Л, 



— 83 — 

Д|Я ЭПГЬ ПОСХЁДНЕХЪ 

н потону суима 

2.Нрат. . . . (■> 

приводится къ той ииендо суышЪ 

З'рот. ...» 

которая вырашаетъ вероятность неравенствъ 

— {У2А<Схч-у-*-11-%- . . . .-»-Ы7 — а—Ь — с — . . . . — г<Л 

Если же суниа 

ножегь равняться 

а-*-Ъ-*~с-*- .... -*-1-*-{ У2А или а-*-Ьч-с-*- .... -+-1 — ( Т 

то ивоаштель Н ношетъ получать значепе -^ • 
Тогда, какъ нетрудно вид'Ёть, сумиа 
2йр(гт. . . . ш 

будетъ сред&ею арнФиетическою двухъ суимъ, изъ кого] 
одна вырашаетъ в-]^роятность неравенствъ 

— 1У2А'!Сх-*-у^+-гч~ -км? — а — Ъ — с — . . . — ^<(> 

а другая вероятность тЁхъ же неравенствъ съ присоедине! 
сдучаевъ равенства 

X'+■у-^-е -*-. . ..-ь-м? — а — Ь — с — .. .. — ?=г — (У 

X -*- у Ч- е -*- . . . .Ч-№ о — Ъ с — .... (!=:Ч-П 

Друпши словаин, суииа 

ЕЯрстт .... (О 
отличается огь 

2'рот. ... о 
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только половиною вероятности выполнешя одного изъ равенствъ 




а?н~у-1-^8?-н....-н«(? — а — Ъ — с — ... . — 1 = — ЬУ2А 
и 



л;н-у-*-^е?-1-....-1-м? — а — Ъ — с — .... — / = н- ^ У2А. 

Сд'Ёдовательно, если пренебречь в'1роятностью посог&днихъ 
равенствъ, считая ихъ невозможными ил малов^&роятныии, то 
можно разсматривать сумму 

какъ в'1роятность, что 

Хн-Гн-^-н -♦-РГ 

дожить въ пред'Ьлахъ 



а-нЬн-с-ь. . . .'^1 — {У2А и а-ьЬн-с-ь. . . .-*-/н-<У2-4. 



Обращаясь къ сумм^ 

2Яр(гт. ... (О 

и зам']^няя въ ней Н соотв'Ётствующимъ выражешемъ 



— 00 



подучаемъ 

■^-^^ 81П а У2А 



1Л^01 .... О) = — I и = а^, 

гд* 

I 

Относительно суииъ 



!■' -.'^ -% 
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прежде всего ^М']&тид1ъ, что ихъ иодуи, вообще говоря, меньше 
единицы: 

мод. 2ре»(«-«)5<2 мод. рв*(«~«)5 = 2р = 1, 

мод. 2©е»(«'-Ч2<2 мод.ое*(«^-Ч6 = 2а)=1. 
На этомъ основанш, при большомъ чисдгЁ ведичинъ 



мы будемъ считать 



Л} Х^ }и^ . • • . , гг I 

модуль ^ 



такимъ малымъ чисдомъ, которьшъ можно пренебречь для вс^хъ 
значешй \ кром'Ё смежныхъ съ нулемъ. 

Разсматривая разложен1е И ъъ рядъ по возрастающимъ 
степенямъ \ и ограничиваясь первьши членами этого ряда, мы 
зам'Ёнимъ О бол^е простымъ выражешемъ, которое также 
близко къ нулю при вс^хъ значешяхъ ^, кром'6 смежныхъ съ 
нулемъ, и даетъ, при разложеши по возрастающимъ степенямъ ^, 
тЁже первые члены. 

Для указанной ц'&ли разлагаемъ въ рядъ, по известной Фор- 
Щ1% каждое изъ выраженш 

и подставляемъ эти разложен1я въ суммы 



^ 



Такимъ образомъ получаемъ 

2ре»(«-«)5 = 2р-ьг|2р(я; — а) — ~ 2р(ж 

— •■■ 2 ^ ^^ • • • • I 



— о)« 



• • • 



.'И 






,. I, 
N-1 






^ .(, 



•>о 






.Г) 



2ве»("-')6=1— Ц^?-ь- 



•'1? 
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и злткиъ посредствоиъ укножешя рядовъ находшъ 

гд'Ь Л им^етъ прежнее значен1е: 

Т%ми же членами 

1-4 5' 

начинается и раздожеше въ рядъ, по степенямъ Н, показатель- 
ной Функцш 

которая при всЬхъ з^аченгяхъ Ну кром'Ь смежныхъ съ нулемъ, 
близка къ нулю, если Л число большое. 

Подставляя эту Функщю на и'Ьсто О, получаемъ для в']&роя- 
тности неравенствъ 



1Г ] _ 1 в ^» 



'«^8ш« -4<^' 



—^V2А<Xч-^^^2^....-^ТV—а—Ь—с—....—^<^V2А 
приближенную величину въ вид'б интеграла 

— 00 

который приводится къ 

если положить 

2 Д^ = Г^. 

Съ другой стороны нетрудно доказать, что интегралъ 

'' -'о 5 
равенъ 




•> .•. 



44 



•Ч' 
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Д']^йствительно, подоживъ для краткости 

■ 



■ -. 1-' 



2^ 

1С 



^ ^1111е ^^ а^=Г 



О 



и разсиатривая V какъ Функщю переи1&ннаго числа ^, посред- 
ствоиъ диФФеренцирован1я подъ знакомъ интеграла получаеиъ 






С08 Ц дХ^. 



Второе же диФФвренцироваше даетъ 



Д«7 



2 г~ 



-4-^^ 



х.ъшы1='^ 1"^ 8т<г: а (е *' ^*\ 



откуда посредствомъ интегрированы по частямъ выводимъ 






4*^ г 

тс ] 



оо 



> 4 ^ 



Со8й:бг^=— 2^ 



11 

(2^ 



и зат]^мъ 



Сл'Ёдовательно 



л{^овЩ = ^(-П 






гд*! Е озвачаетъ число постоянное, и 



О 



ибо ври ^ = о должно быть 



г=о. 

Остается опред'Ьлить постоянное Е. 



. аг 



Число Е совпадаетъ со значен1емъ производной -^ при ^=0. 
Давая же ^ значенхе 0^ находимъ, что соотв'1^тствующее зна- 



-'*^ 



^ -?■■! 



' •« 









1-1, 



'■«, 



который равенъ 
Итакъ 



Г1С -"п 



Изложенный наив выводъ приближенной величины 
вости яеравенствъ 

— * У2Л<Хн- Гн-2-»-. . . .-н Т7— о— 6— с— . . . .— г< 

не даеть никакить указашй относительно размера погр1 
этой приближенной величины. 

И только по аналог1и съ тЬаъ, что было установл! 
доказательстве теореиы Бернулли, иожно догадываться, 
тегралъ 

будеть при иэв^стныхъ услов1яхъ пред1ломъ в^роятво 
шеприведенныхъ неравенствъ. 

З&к'Ьллкъ, что иэследова{11я Чебышева и нон о пред1 
велняинахъ интеграловъ привели къ строгому доказан 
следующей теоремы о предгьмь вгьроятности. 

Если числа 



представляютъ, соотвптственноуматематтестяожид 
аависимых^ величит 

X', Х'\ , Х'"> 

и математическгя ооюидангя шл квадрато&в, то для 
данныхъ чиселъ ^^ « 2, >- 2, вероятность неравенствъ 



■\ 



т^-« 
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%дгь 
-4 = а, — а! а! -ьа, — а^ а, -+-... .-♦-Оа* ' — а^ ^ а{ \ 

приближается къ предтьлу 

у -к ^^^ 
когда число величинъ 

^о^остоетг бе^^едп»4ьмо, если отношенге 



и математическгя ооюидатя вспаъ цгьлыхъ полооюительныхб 
степеней разностей 

остаюшся конечными, какъ при конечныхь значенгяхъ Пу такъ и 
при безпредгьльномд возрастанги этою числа. 

Не останавливаясь на доказательств']^ теоремы о пред'6д'& 
в'Ёроятностя, мы ограничимся указашемъ ряда статей, который 
содержать изсл']^дован1я, приводящхя къ этому доказательству. 

ТсЬеЫсЬе!^. 8ог 1е8 уа1еиг8 ИшКез <1е8 ш1;6§га1е8 (1оигпа1 
йе ЫоатШе, II вбпе, I. XIX). 

А. Марко въ. О н'Ёкоторыхъ приложешяхъ алгебраическихъ 
непрерывныхъ дробей. 1884. 

Чебышевъ. О представлен1и пред']&льныхъ величинъ ннте- 
граловъ посредствомъ интегральныхъ вычетовъ (Прил. къ Ы т. 
Запис. Акад. Наукъ, № 4). 

С. Ро88ё. 8иг дие1дие8 аррисаНопа дев &ас110П8 соп1;шиез 
а18бЬпдие8. 1886. 

Чебышевъ. Объ интегральныхъ вычетахъ доставляющихъ 
приближенный величины интеграловъ. (Прил. къ ЬУ т. Запис. 
Акад. Наукъ, Ля 2). 

Чебышевъ. О двухъ теоремахъ относительно вероятностей 
(Прил. къ ЬУ т. Запис. Акад. Наукъ, № 6). 
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А. Марковъ. Законъ большигь чисегь и способъ наимень- 
шихъ квадратовъ (Изв. физ. мат. общ. при Каз. Унив», т. УШ). 

А. МагкоЮР. 8иг 1е8 гасшеа йе ГёдпаНоп е® ^^^ — = О 

(Ви11. йе ГАсай. йев всхепсев йе 84. Рё^егвЬоиг^, Т. IX, Ля 5). 

§ 1 7. Остановимся теперь на приюжеши исчис^ешя вероят- 
ностей, вообще, и обобщенной теоремы Бернулли, въ частности, 
къ вопросу о выгодности и не выгодности бо^^Iе ил менее ри- 
скованныхъ предпр1ят1Й. 

Предполагая, что всё капиталы можно вьфазить числами при 
одной определенной единице меры, мы будемъ разсматривать 
каждое предпр1ят1е только съ точки зрешя увеличетя или умень- 
шешя капиталовъ разныхъ лицъ. 

Понят1е о выгодности или невыгодности предпр1ят1Я для дан- 
паго лица представляется вполне яснымъ только въ тЁхъ слу- 
чаяхъ, когда нетъ сомнен1я въ томъ, должно ли это предпр1ят1е 
увеличить капиталъ лица или напротивъ уменьшить. 

Именно, выгодны все предпр1ят1я, который несомненно уве- 
личиваютъ капиталъ, и не выгодны все, который несомненно 
уменьшаютъ капиталъ. 

Совершенно иначе представляется дело для преднр1ЯТ1Й ри- 
скованныхъ, т. е. для такихъ, который могутъ какъ увеличить, 
такъ и уменьшить капиталы участвующихъ лицъ. 

Заметимъ, что съ математической точки зрен1я едва ли не 
все предпр1ят1я следуетъ признать более или менее рискован- 
ными. 

Для рискованныхъ предпр1ят1Й понятхе о выгодности или не- 
выгодности ихъ не имеетъ уже вполне определеннаго смысла. 

Можно, конечно, сказать, что выгодны все предпрхятхя, отъ 
которыхъ съ большою вероятностью следуетъ ожидать значи- 
тельнаго приращешя капитала, если притомъ возможный убы- 
токъ представляется не только маловероятнымъ, но и незначи- 
тельнымъ. Едва ли кто нибудь станетъ спорить противъ подоб- 
наго утверждетя. 




.^ 
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Но по своей неопред']^енности оно не можетъ служить общимъ 
основашемъ для различ1я выгодныхъ предпр1ят1й отъ убыточ- 
ныхъ. 

Сверхъ того услов1е незначительности возможнаго убытка 
напрасно исключаетъ изъ числа выгодныхъ предпр1ят1й много- 
кратное повторенге одного и того же предпрхяпя, какииъ бы 
выгоднымъ ни представлялось это предпр1ят1е. 

Стараясь провести р'бзкую границу между выгодными и не- 
выгодными предпр1ят1ямиу мы вынуждены причислить къ выгод- 
нымъ и так1я предпр1ят1я, который съ обыденной точки зр'Ёшя 
едва ли можно считать выгодными, въ виду соиряженнаго съ 
ними риска. 

Для предпр1ят1Й, который допускають перечислете всёхъ 
возможныхъ результатовъ съ указашемъ ихъ в'Ёроятностей, 
основан1емъ Д']^лен1я на выгодный и невыгодный намъ послужить 
математическое ожиданхе приращенхя капитала. 

Именно мы назовемъ предпр1ят1е выгоднымъ, убыточнымъ, 
или неопред'1леннымъ, смотря по тому, будетъ ли математиче- 
ское ожидан1е приращ,ен1я капитала, отъ этого предпр1ят1я, 
числомъ положительнымъ, отрицательнымъ, или нулемъ. 

Такое д'1лен1е оправдывается ссылкой на обобщенную тео- 
рему Берну лли, если допустить возможность повторен1я каждаго 
предпр1ят1Я неограниченное число разъ. 

Въ силу обобщенной теоремы Бернулли отъ повторен1я пред- 
пр1ят1я достаточно большое число разъ сл-Ьдуотъ, съ вероятно- 
стью сколь угодно близкою къ достов^Ьрности, ожидать произ- 
вольно большой выгоды, если для этого предпр1ят1я математи- 
ческое ожидан1е приращен1я капитала выражается положитель- 
нымъ числомъ. 

Напротивъ, если для н'1котораго предпр1ят1я математическое 
ожидан1е приращен1я капитала выражается отрицательнымъ чи- 
сломъ, то отъ его повторен1я достаточно большое число разъ сл4- 
дуетъ, съ вероятностью сколь угодно близкою къ достоверности, 
ожидать уменьшен1я капитала. 



• .« 
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Наконецъ въ третьеиъ случае, когда штематическое ожи- 
дан1е приращен1я капитала равно нуло, обобщенная теорема 
Бернулли указываетъ только на большую вероятность иалыхъ 
значен1Й отношен1я изменен1я капитала къ числу разъ выполне- 
шя предпр1ят1Я, если это число достаточно велико. 

Но остается вполне неопред'&леннымъ, будетъ ли это изм^- 
нен1е состоять въ увеличенш или напротивъ въ уненьшен1и ка- 
питала: въ силу теоремы о пред'бл'Ё вероятностей разность ве- 
роятностей увеличен1я и уменьшен1я капитала будетъ произ- 
вольно мала, если предпр1ят1е повторится достаточное число 
разъ. 

Заметимъ, что вопросъ о выгодности или невыгодности пред- 
пр1ят1я должно разсматривать для каждаго изъ его участниковъ 
отдельно, такъ какъ интересы различныхъ участниковъ могутъ 
быть и часто бываютъ совершенно противоположньши. 

Разсмотреше выгодности или невыгодности предпр1ЯТ1Яу въ 
установленномъ нами смысле представляетъ одно изъ руководя- 
щихъ основанш для решешя вопроса о томъ, следуетъ ли уча- 
ствовать въ предпр1ят1и или петь; такъ какъ это разсмотреше 
даетъ возможность судить о вероятныхъ результатахъ много- 
кратнаго повторен1я предпр1ят1я. 

Хотя это руководящее основан1е не можетъ быть признано 
единственнымъ, но другого столь же определеннаго нетъ. 

Какъ при выгодныхъ, такъ и при невыгодныхъ предпр1ят1яхъ, 
должно иметь въ виду не только вероятный результатъ ихъ 
многократнаго повторенхя, но и возможные результаты ихъ по- 
вторен1я различное число разъ. 

При повтореши выгоднаго предпр1ят1я неограниченное число 
разъ обогащен1е становится крайне вероятнымъ; но такое по- 
втореше можетъ встретить разнообразный препятств1я, изъ ко- 
торыхъ одно состоитъ въ разорен1и разсматриваемаго лица. 

Поэтовну важно определить вероятность предположешя^ что 
при повторенш предпр1ят1я, различное число разъ, убытокъ не 
превзойдетъ данной величины. 



-; ' . ♦ 
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Зд^сь можетъ быть полезнымъ приближенное выраженхе в^Б- 
роятности въ вид']^ опред'&хеннаго интеграла 



1_ г'* 



6-*' Л, 



указанное нами какъ нред'^лъ в'1&роятности. 

Окончательное р'Ёшенхе вопроса о томъ, сл']&дуетъ или не 
сд'Ьдуетъ участвовать въ предпр1ят1и, зависитъ отъ чисто субъ- 
ективнаго понятая о допустимой степени риска. 

Теор1я можетъ только предлагать тб или друпя м'Ьры риска, 
но она не можетъ установить, какую степень риска должно при- 
знавать допустимою. 

Подобный же зам'1&чан1Я относится и къ невыгоднымъ пред- 

Пр1ЯТ1ЯМЪ. 

Всё проекты в^^рнаго обогащен1я посредствомъ невыгодныхъ 
предпр1ят1Й основаны на заблужден1и. 

Однако выполненхе невыгоднаго предпр1яТ1я иногда можно 
считать благоразумнымъ; именно въ гЬхъ случаяхъ, когда это 
невыгодное предпрхятхе уменьшаетъ в'броятность большихъ по- 
терь, грозящихъ разорен1емъ. 

Пояснимъ сказанное частными прим']^рами. 

Положимъ, что н'Ёкоторое предпр1ят1е можетъ представить 
только два случая, изъ которыхъ одинъ даетъ увеличенхе па- 
вшего капитала на десять рублей, а другой, напротивъ, уменьше- 
ше на тысячу двести рублей. 

Пусть дал'1е вероятность перваго случая равна 0,99, а в'ё- 
роятность второго 0,01. 

Математическое ожидан1е нашей выгоды отъ этого пред- 
пр1ят1я выражается, въ рубляхъ, отрицательнымъ числомъ 

0,99 X 10 — 0,01 X 1200 = — 2,1, 

что указываетъ на невыгодность предпр1ят1я. 

Выполняя его одинъ разъ, мы можемъ расчитывать, съ до- 
вольно большою вероятностью (0,99), прюбрЁсть незначитель- 
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ную сумму (10 руб.), но рискуемъ потерять гораздо большую 
сумму (1200 руб.), хотя и съ малою вероятностью (0,01). 

Если же въ видахъ возможнаго обогащешя мы станемъ по- 
вторять это предпр1ят1е неограниченное число разъ, то в^Ьроят- 
нымъ результатомъ такого повторен1я будетъ не обогащете, а 
разорен1е. 

Такъ уже при стократномъ повторена предпр1ят1я в^^роят- 
ность прибыли оказывается значительно меньше в^^роятности 
убытка; именно в^^роятность прибыли при стократномъ повторе- 
Н1И предпр1ят1я выражается числомъ 

(0,99)^^=1=0,36603 

и потому вероятность убытка равна 

1 — (0,99)^^ + 0,63397. 

Между тЬмъ такое стократное повторейе предпр1ят1я не до- 
водитъ возможную прибыль даже до величины возможнаго 
убытка одного предпр1ят1Я. 

При повтореши предпр1ят1я 10000 разъ возможная при- 
быль достигаетъ до 100000 рублей, но вероятность такой при- 
были выражается весьма малымъ числомъ 

2249 



(0,99)^«»^ф 



10*7 



И не только вероятность получить прибыль въ 100000 руб., 
но и вероятность получить прибыль, вообще, оказывается до- 
вольно малою, при повторен1и предпр1ят1я 10000 разъ. 

действительно, вероятность получить, при повторенхи пред- 
пр1ят1я 10000 разъ, какую нибудь прибыль выражается сум- 
мою восьмидесяти трехъ членовъ 

(0,99)^^«^-н 10000 (0,99)«««^ (0,01) -^- н- 

изъ которыхъ последнш 

1.2..:'-82:-12.Т9918 (0>9?Г« (0,01)- 



иеньше числа 



^^ 



" /9900\»1 
Г 1,8918^ 



Отношен!е же этой суииы къ ея посх1двеиу члену, какъ е 
трудно у&1диться, иеньше 

1 9919 , _ 

ОЧ по 10П1 0,0.. . . 



Такъ какъ 11ровзвелен1е чиседъ 

0,00773 в 5,5 

иеньше 0,05, то и разсматриваеиая наии вероятность арибы. 
при повторен!! предар1ЯТ1я 10000 разъ, ыевыве 0,05. 

Наковецъ, про оовторев1и аредпр1ят1Я 1000000 разъ ов 
эывается весьма иалою не только вероятность избежать убьга 
но и вероятность, что убытокъ будетъ иеньше крупной суи1 
100000 руб. 

Прибегая къ ориближевнымъ вычислен1ямъ, иы иошемъ 
носледвюю вероятность принять 

где I определяется уравнен1еиъ 

{пр'^-^V2пр^) А — {щ — еУ2прд)В= — 100000 
при 
я= 1000000, ^)=0,99, 5 = 0,01, ^=10, 5=^1200 

Указанное уравнение даетъ для I величину 

2000000 
1210 /19800 

при которой разность 



ФП, 



^-ттГ.-"* 



— 96 — 

Чтобы им'Ёть зат^мъ прим'Ёръ выгоднаго предпр1ЯТ1Я9 со- 
хранимъ ВСЁ УСЛ0В1Я только что разсиотр1ннаго прин^ра^ кром'6 
одного: именно, за величину возможной прибыли будемъ считать 
не 10, а 20 рублей. 

Тогда математическое ожиданхе прибыли выразится, въ ру 
бляхъ, положительнымъ числомъ 

20X0,99 — 1200X0,01 = 7,8, 

что и указываетъ на выгодность предпр1ят1я. 

Однократное выполненхе такого предпрхятоя представляетъ, 
какъ и въ предыдущемъ прим'Ёр'Ё, незначительную прибьиь 
(20 руб.), соединенную съ рискомъ потерять гораздо большую 
сумму (1200 руб.). 

При стократномъ повторенш предпр1ят1я в'Ёроятность убытка 

перестаетъ уже быть очень малою величиною: она вьфажается 

тогда разностью 

1-(0,99Г{1-н^} 

равною 

0,2642 

съ точностью до ^-^^ • 

Если же мы им'Ёемъ возможность повторить это предпр1ят1е 
произвольное число разъ, то можемъ расчитывать обогатиться 
съ вероятностью сколь угодно близкою къ достов'Ьрности; впро- 
чемъ не устранена, окончательно, и возможность разорешя. 

При повтореши предпр1ЯТ1я 10000 разъ вероятность убытка 
выразится суммою 

1.2.... 10000 



1.2. ... 164. 1.2... . 9886 
1.2... . 10000 



(0,99)«8»« (0,01)^** 



1.2....165.1.2....9836(0.99)^-*(0,01У- 

и будетъ меньше 



•ш/ 10000 /9900\в88в /100\1в4 1 

у 2п . 164 . 9836 \983бУ ^ 164/ _ 9886 

166.99 

последнее же произведен1е меньше ■^^ • 
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Наконецъ при повторен1И предпр1ЯТ1я 1000000 разъ сгано- 
внтея весьма блзкою къ едншщ^ в'броятность получить прибыл 
не меньше 1000000. Именно, врлб^тм къ приблженнымъ вы* 
чисден1ямъ, мы можемъ за посх1днюю вероятность принять 



2 

гд^ I опред']&ляется уравнешемъ 



г-;7=С«-*. 



(лр _ { у 2пр2) ^ — (п2 и- * У2прд) В = 1000000 
при 

п = 1000000, |) = 0,99, д = 0,01, ^ = 20, Б =1200. 
Указанное 7равнен1е даеть для I велчину 

6800000 ^30, 



1220 /19800 

при которой сумма 



ТС •'о 



отличается отъ единицы на величину меньшую 

"1о"' 

Изъ второго примера мы получииъ третШ, переставивъ при- 
быль съ убыткомъ. 

Предпр1ят1е, дающее прибыль 1200 рублей съ в']&роятностью 
0,01 и убытокъ 20 рублей съ вероятностью 0,99, не выгодно, 
такъ какъ математическое ожидан1е соответствующей прибыли 
выражается, въ рубляхъ, отрицательныиъ числомъ 

1200X0,01— 20X0,99 = — 7,8. 

Поэтому нельзя рекомендовать многократное повтореше 
одного этого предпр1ят]я съ целью обогащен1я. 

Но повторен1е его небо^ьшое число разъ можетъ быть до- 
пущено въ виду незначительности убытка. 

Можно также признать благоразумнымъ присоединете этого 
предпр1ят1я къ другимъ выгоднымъ но рискованнымъ предпр1я« 

Т1ЯМЪ. 

7 



I 



1 
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Поюжимъ наприи'Ёръ, что В'Ькоторое предпр1я'пе представ- 
жявть убытокъ 1100 рублей и прибыль въ 120 рублей соотв^т^ 
егоенно въ ткхъ случаяхъ, когда только что разсмотрЬнное 
предпр1ят1е даетъ прибыль 1200 рублей и убытокъ 20 рубл^. 

Тогда, присоединяя къ этому новому выгодному но рискован- 
ному преднр1ят1ю разсмотр'бнное нами невыгодное предпр1ят1е, 
мы обезнечиваемъ себ*]^ в^рную выгоду 100 рублей. 

На подобныхъ началахъ основаны различные виды страхе- 
ван1я. 

§ 18. Оъ понят1емъ о выгодныхъ и не выгодныхъ пред- 
пр1ЯТ1яхъ ТЕСНО связано понятхе о безобидным и пебезобидныхь 

играм. 

» 

Игрою мы называемъ зд^сь не развлеченхе, а всякое пред- 
пр1ят1е, которое предстйвляетъ возможность различныхъ изм*!- 
ненШ капитала каждаго участника въ отд'1^льности^ но не изм^- 
няетъ общаго ихъ капитала. 

При томъ, подобно прежнему, мы будемъ предполагать, что 
можно перечислить для каждаго участника всЬ возможный нзм'б- 
нен1я его капитала и указать ихъ вероятности. 

Участниковъ игры мы будемъ называть игроками, и въ слу- 
ча'6 надобности будемъ отличать ихъ другь отъ друга нумерами 

ИЛИ буквами Л, Б, С. . . . 
Пусть 

-^1» -^» -^8» • • • • 

представляютъ, соответственно, для игроковъ 

1, ^, О ш • • • • 

приращен1я ихъ капиталовъ, происходящ1Я отъ игры. 

Такъ какъ игра не изм']^няетъ общей суммы капиталовъ 
вс^хъ игроковъ, то сумма 

■^1 "*■ -Хд -Н- Хз Н- . . . . 

приращен1й капиталовъ вс'1&хъ игроковъ должна приводиться къ 
нулю. 




^ 



. |-ь1 
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Поэтому доджна равняться нулю и сумма математических^ 
ожидашй тЁхъ же приращенш: 

м. о, 2^^у н— м. о. л^н— м, о, ^хд — ь- • • • • ^= о. 

и С11&довательно, если для 1г1которыхъ изъ игроковъ мате- 
иатпеек1я ожидан1я приращен1Й ихъ капиталовъ отъ игры вы- 
ражаются числами положительными, то должны быть и таще' 
игроки, для которыхъ математическ1я ожидашя приращен1Й ихъ 
капиталовъ отъ той же игры выражаются отрицательными чи- 
слами. 

Тогда для однихъ игроковъ игра будетъ выгодньшъ пред-< 
пр1ят1еиъ, а для другихъ невыгоднымъ; и при повторенш ея не- 
ограниченное число разъ г1^ игроки, для которыхъ игра выгодна^ 
иогутъ расчитывать почти наверняка обыграть другихъ, для. 
которыхъ игра невыгодна. 

Отсюда вытекаетъ такое условхе безобидности игръ: мате^ 
матическое ожиданге приращенгя капитала для каждаю игрока 
должно приводиться къ нулю. 

Для игръ не безобидныхъ можно, почти съ ув1&ренностью, 
предсказывать, кто изъ игроковъ обогатится и кто разорится, 
при повторети игры неограниченное число разъ. 

Относительно же безобидныхъ игръ нельзя сд']^ать подоб- 
наго предсказашя. Вместе съ гЬмъ однако нельзя полагать, чтобы 
безобидный игры при многократномъ ихъ повторенхи не про* 
изводили значительныхъ изм1нен1й въ каоиталахъ игроковъ и 
не разоряли никого изъ нихъ. 

Изъ доказанныхъ нами теорсмъ этого не сл1&дуетъ и не мо- 
жетъ следовать. 

Обобщенная теорема Бернулли указываетъ только на боль- 
ш}ю вероятность, что будутъ малыми отноп1ен1я изм'&нен1й ка- 
питаловъ игроковъ къ числу повторен1й безобидной игры; но при 
малыхъ величинахъ этихъ отношенхй сами изм']^нен1я могутъ 
быть значительными. 

И теорема о пред'бл'Б в-Ёроятности обнаруживаетъ малость 



^^^ 



• ; -..( 



:'с, 
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вероятности, ЧТО Н81г&вен1я кааитадовъ игроковъ останутся ма- 
лыми при многократномъ повторен1и безобидной игры. 

Изъ той же теоремы о пред'бд'6 в^^роятности схбдуетъ, что 
для каждаго игрока вероятность получить произвольно большую 
прибыль и вероятность получить произвольно большой убытокъ 
стремятся къ одному и тому же пределу у 9 когда число повто- 
рен1й безобидной игры увеличивается безпредельно. 

Услов1е безобидности вгръ должно служить руководащимъ 
основан1емъ денежныхъ расчетовъ между участниками такихъ 
предпр1ят1й^ который подходить подъ установленное нами поня-^ 
Т1е игры. 

Довольно часто допускаются, однако, отст7плен1Я отъ этого 
УСЛ0В1Я, результатъ которыхъ выражается въ обогащен1И однихъ 
лицъ на счетъ другихъ. Это бываетъ въ т1хъ случаяхъ, когда 
игра организована, съ целью более или менее верной наживы, 
одними участниками такъ, чтобы ее можно было повторять не- 
ограниченное число разъ при изменеши другихъ участниковъ. 

Если организаторы игры сохранили бы услов1е безобидности 
относительно прочихъ участниковъ, то ихъ цель не была бы 
достигнута и они подвергались бы большому риску разорешя. 

Что же касается прочихъ участниковъ, изъ которыхъ каж- 
дый участвуетъ въ игре только сравнительно небольшое число 
разъ, то они могутъ считать свое участхе въ ней благоразум- 
нымъ даже и при некоторомъ, неслишкомъ большомъ, наруше- 
ши услов1я безобидности, если это предпрхятхе предохраняетъ 
ихъ отъ другого риска; какъ было уже пояснено на частномъ 
примере при разсмотрен1и выгодныхъ и не выгодныхъ пред- 

ир1ЯТ1Й. 

Здесь можетъ возникнуть вопросъ о допустимой степени на- 
рушен1я услов1я безобидности игръ. Но на этотъ вопросъ нельзя 
дать определеннаго ответа; подобно тому, какъ раньше, мы от- 
казались установить допустимую степень риска. 




ГЛАВА IV. 



Прим'Ёры различныхъ пр1вмовъ вычи- 

слен1я вероятностей. 

§ 19. Задача 1'*. Изъ сосуда, содержащаго а б^льпъ и Ь 
черныхъ шаровъ и никакихъ другихъ, вынимаютъ одновре- 
менво иди последовательно а -ь ^ шаровъ^ при чемъ, въ случа'6 
восл^довательнаго выаимав1Я, ни одинъ изъ вынутыхъ шаровъ 
не возвращаютъ обратно въ сосудъ и новыхъ туда также не 
подкладываютъ. 

Требуется опред'Елить вероятность, что между вынутыми 
такимъ образомъ шарами будетъ а б^лыхъ и ^ черныхъ. 

Первое ргьшенге. Положимъ, что все шары въ сосуде от- 
личены другъ отъ друга нумерами, при томъ такимъ образомъ, 
что на белыхъ стоять нумера 

а на черныхъ нумера 

Нумера вынутыхъ шаровъ должны образовать некоторую 
совокупность а -+- р нумеровъ изъ всехъ а -н Ь нумеровъ 

1. у л у (),«•••,' (л "^Г От 



, / 
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Число различныхъ совокупностей а -ь ^ нуиеровъ, которыя 
можно образовать изъ а-^Ъ нумеровъ, равно 



{а'*'Ь) (ач-Ь— 1) (а -4-5 — 2) (а.4-Ь — « — р-ь1) 

1. 2. 3.... (а-ьР) 

Соотв1&тственно этому мы иожемъ различить 

(а-^-Ь) (ан-Ь-~1).,..(ач-Ь— >«— рч-!) 
1.2.3....(а-*-р) 

равновозможныхъ случаевъ^ каждый изъ которыхъ состоитъ въ 
появлен1И опред'&юнныхъ а -н ^ нумеровъ. 

Изъ всбхъ этихъ случаевЪу единственно возможныхъ и не- 
совм'Ёстныхъ, благопр1ятствуютъ появлен1ю а б'Ёлыхъ и В чер- 
ныхъ шаровъ г6 и только тЬ, при которыхъ появляется какая 
яибудь совокупность а нумеровъ, изъ группы 

вм'Ьсг! съ какою вибудь совокупностью ^ нумеровъ изъ группы 

а-ь1, а-+-2,...., а-*-Ь. 

Число различныхъ совокупностей а нумеровъ, которыя 
можно образовать изъ а нумеровъ, равно 

а{а — 1). ... (а — а ч- 1) 
1 . 2. ... л 

И ЧИСЛО различныхъ совокупностей р нумеровъ, которыя можно 
образовать изъ Ъ нумеровъ^ равно 

Ь(Ь-~1)....(Ь--р-1-1) 
1. 2. . • . р 

Поэтому число различныхъ совокупностей а -н ^ нумеровъ, 
которыя получатся отъ соединен1я каждой совокупности а ну- 
меровъ изъ группы 

1 , ^а, • • • • , (I 

съ каждою совокупностью ^ нумеровъ изъ группы 

а-н1, а-*-2,...., а-^Ъ, 
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выразится произведенхемъ 



а (а— 1). ... (а — в -*- 1) Ь (Ь — 1). . . . (Ь — 3 -ь 1) 
1. 2. • . • (к I. 2.... р 

Итакъ число разсматриваеиыхъ нами сдучаевъ, которые 
бшгопр1ятствуютъ появденш а б'бдыхъ и ^ черныхъ шаровъ, 
выражается только что указаннымъ произведенхемъ. 

И сл'Ьдовательно искомая нами в'1роятностЬу что среди вы- 
нутыхъ а-ь^ шаровъ будетъ а б'Блыхъ и р черных! , выразитса 
отношешемъ 

о (а — 1) .... (а — а -н 1) Ь (Ь — 1) .... (Ь — 3 -^ 1) 



1. 2.. .. а 



X • «. • * . 



(а-ьЬ) (а-Ф>5— 1) (а>^6 — 2)... . (а-4-Ь— а— Р-*-1) ' 

1. 2. 3 (а-н&) 

которое посл'Ь простыхъ преобразованхй приводится къ 

1. 2. 8....(д-1-р) а(а--1)....(а — а-»-1) Ь(Ь — 1)....(Ь--рЧ-1) 
1. 2 а. 1. 2.... Р (ач-Ь) (а-|-Ь — 1).... (а-*-Ь — а — р-^ 1) 

Числовой прумпръ: л = 3, 6 = 4, а = 2, р = 2. 

Предаолагаемъ, что на б'блыхъ шарахъ поставлены нумера 
1, 2, 3 и на черныхъ нумера 4, 5, 6, 7. 

Нумера на вывутыхъ четырехъ шарахъ иогутъ представлять 
любую изъ сл^дующихъ 

7. 6. 6. 4 



1. 2. 3. 4 



=35 



совокупностей: 



1,2,3,4; 1,2,3, б; 1,2,3,6 

1, 2, б, 6; 1, 2, б, 7; 1, 2, 6, 7 

1, 3, б, 7; 1, 3, 6, 7; 1, 4, б, 6 

^, 8, 4, в; 2, 3, 4, 7; 2, 3, б, 6 

15, 4, 6, 7; 2, б, 6, 7; 3, 4, б, 6 



1, 2, 3, 7; 1, 2, 4, б; 1, 2, 4, 6 

1, 3, 4, б; 1, 3, 4, 6; 1, 3, 4, 7 

1, 4, б, 7; 1, 4, 6, 7; 1, б, 6, 7 

2, 3, б, 7; 2, 3, 6, 7; 2, 4, б, в 

3, 4, б, 7; 3, 4, 6, 7; 3, б, 6, 7 



1, 2, 4, 7: 

1, 3, б, в 

2, 3, 4, б 
2, 4, б, 7 
4, б, 6, 7. 



Если же вынуты 2 б^лыхъ и 2 черныхъ шара, то ихъ ну- 
мера образу ютъ одну изъ сл^дующихъ 



8. 2 ^^ 4. о ^^ « о 
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совокупностей: 

1, 2, 4, б; 1, 2, 4, 6; 1, 2, 4, 7; 1, 2, б, 6; 1, 2, 5, 7; 1, 2, 6, 7; 

1, 8, 4, б; 1, 8, 4, 6; 1, 8, 4, 7; 1, 3, б, 6; 1, 3, б, 7; 1, 8, 6, 7; 

2, 8, 4, б; 2, 8, 4, 6; 2, 3, 4, 7; 2, 8, б, 6; 2, 8, б, 7; 2, 8, 6, 7. 

Такнпъ образоиъ иы И1|1&еиъ 35 равновозможныхъ случа- 
ёвъ, изъ которыхъ 18 благопрхятствуюгь разсматриваемону со- 
бытш; следовательно искомая вероятность, что между выну- 
тыми четырьмя шарами б^лыхъ и черныхъ будетъ по два, 

равна 3^ • 

Второе ртыиенге. 

Для 0ТЛИЧ1Я вынутыхъ шаровъ другъ отъ друга положимъ, 
что независимо отъ цв^та они размещены въ какоиъ нибудь 
порядке и соответственно этому припишемъ имъ нумера 

г. 

Наши нумера могутъ указывать порядокъ появленхя шаровъ, 
если шары вынуты изъ сосуда последовательно. 

После этого для определен1я вероятности разсматриваемаго 
собьтя, которое состоять въ появленш а белыхъ и ^ черныхъ 
шаровъ, мы можемъ разбить его на отдельные виды, отличаю- 
пцеся другъ отъ друга порядкомъ белыхъ и черныхъ шаровъ. 

Число этихъ видовъ равно 

1. 2. 8 (« + &) 



1« 2«.«. Лш 1, 2.*.. р 



И каждый изъ нихъ состоитъ въ беломъ цвет! а шаровъ, отме- 
ченныхъ определенными нумерами, и въ черномъ цвете осталь- 
ныхъ вьшутыхъ шаровъ. 

Останавливаясь на любомъ изъ этихъ видовъ заметииъ, что 
онъ приводится къ одновременному существован1ю ач-^ событ1Й 

Л?1 , -Е^ , . . . . , ^^^ , . . . . , Е^_^_^ , 



г^ 
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гд'6 Щ^ означаетъ опред']&ленный цв'&ть, б'бдый или черный, шара 
съ нумероиъ к. 

В'1роятность же одновременнаго существованк вс'1^хъ со- 
бытш 

^1 > -Ь^ , • . . . , ^4 , , ^в^р 

вйражается, согласно теореи']^ умножен1я в-Ёроятностей, произ- 
веден1емъ 

(Е^(Е^^ Е^)....{Е^^ Е^ Е^ -Е5^_^)....(-Е'^^р, Е^Е^....Е^_^р_^), 

Гд* 

представляетъ вероятность собьшя Л?^ , когда известно суще- 
ствован1е собьтй 

Чтобы определить последнюю вероятность, надо сосчитать, 
сколько разъ среди событш 

встречается белый цветъ шара и сколько разъ черный. 
. Если среди собьтй 

белый цветъ встречается % разъ, а черный ^ разъ, причеиъ 
г-|-7'=й — 1; то при несомненномъ ихъ суш;ествоваош шаръ съ 
нумероиъ к можетъ быть только однимъ изъ 

а-^-Ъ — А;-1-1 

шаровъ, среди которыхъ а — г белыхъ и Ь — ^ червыхъ. 

И потому вероятность, что шаръ съ нумеромъ к белый, вы- 
разится при такихъ данныхъ дробью 

а — ♦ 

а вероятность, что онъ черный, при гЬхъ же данаьцъ выра- 



п 
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я дробью 

а-*-Ь — *-*-!* 

Тагашъ обраэоиъ тмучаелъ 

(■^4. -^-^ ^*_,)= а^Ь-к + 1 ' 

<г^^а — » И1Е а^ = Ъ — У, 

гря потону, оэвачаеть ^Е Е^ бЪльЛ ил черный цв^тъ шара 
[уиероиъ А; чииа же 1 ■ У, сообразно сказанаоиу наин, по- 
лвають соотвгЬтствеено, сколько разъ |встр^чается б^илй 
гъ шара н сволько разъ встречается черны! цв^ть шара 
,н собьгпй 

Опред-блая по указавнону правилу каждую вэъ вероятностей 
1гЬчая, что 

(Г, = а НЛ1 9, ^ &, 

>Д11гь ДЛЯ вЁроатносп появлев1я вс^хъ собьгпй 

« выражеше: 



(а-*-Ь) (а-*-Ь— 1)....(а-ЬЬ — я — 0-*-1) 

Часлатель 

о выражеа1я состоетъ язь а нножггелей вкда а — • я ^ 
кпелей вяда Ь — У; або среда всЁхъ собыгЛ 

Е,, Е,,. . . ., Е^_^^ 

лШ цв^тъ впречаетса а разъ, а черный ^ разъ. 



— 107 --^ 

Вм'Ёсгб съ тЁмъ нетрудно видеть, что какъ г въ разностн 
а — «, тацъ и У въ разности Ъ — у, означаетъ число тЬхъ мно- 
жителей произведен1я 

которые оредшествуютъ этой разности и иаг&ютъ одинаковый 
съ нею видъ. 

Сл']&доватедьно произведенхе 

состоитъ изъ множителей 

а, а — 1,...., а — ^а-н! 

и изъ множителей 

Ъу Ь — !,.•.., Ъ — р-*-1, 

и потому оно равно 

а(а— 1) (а — а^1)Ь(6— 1) (6 — р-ь!). 



Итакъ в'Ёроятность любого изъ указанныхъ нами видовъ 
появлен1я, среди вынутыхъ а н- ^ шаровъ, а бЬлыхъ и ^ чер- 
ныхъ шаровъ, им'1етъ одну и ту же величину 

а(а — 1).... (а^ос^1) Ь(Ь— 1). ... (Ь — р-»- 1) 
(а^Ъ) (а-*-Ь-^1).... (а + Ь — о — р^ 1) 

Остается вспомнить, что число этихъ видовъ равно 

Х.,2. 8 («н-Р) 

1. 2. 8 а. 1. 2.. . р' 

И теорема сложен1я вероятностей тотчасъ дастъ намъ для иско- 
мой вероятности, что среди вынутыхъ а-ь^ шаровъ будетъ 
а б^лыхъ и р черныхъ шаровъ, прежнюю величину 

1. 2....(а-ьР) ^ а(а— 1)....(а~а-ь1) Ь(Ь — 1).... (Ь — &-»-1) 
1. 2.... ос. 12.... Р* (а-ьЬ) (ач-Ь— 1).... (а-ьЬ — в— Р-»-1) 

7кс/Ю<701! примтьръ: а = 3, & = 4, а == 2, ^ = 2. 
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■ 

Обращая внииан1е на порядокъ вынутыхъ шаровъ^ мы ио- 

жемъ разбить собьте, в'1роятиость котораго ищеиъ, на так1е 

виды: 

ббчЧу бчбч^ бччб^ чббч^ чбчб^ ччбб^ 

гд'й буква б указываетъ на б'Ёлый цв^тъ, а буква ч на чер- 
ный цв']&тъ шара. 

Число этихъ вцдовъ разсматриваемаго событ1Я равно 

1> 2. 8. 4 ^ 

1. 2. 1. 2~ ^» 

а вероятности ихъ, согласно теорем'б умноженхя в'броятностей, 
выражаются произведен1ями 

7'б'б*4' 7*б'б'4' 7'в*б'4' 



± 1. -Ё..-1 -1.А А. А -1 А.1..2 

7*б'б'4* 7*6 'б'4' 7*6*6*4* 



который приводятся къ одной и той же дроби 



85 



Сл'Ёдовательно искомая вероятность, что между вынутыми 

18 
85 



18 

четырьмя шарами б-блыхъ и черныхъ будетъ по два, равна -^ 9 



какъ было найдено и другимъ путемъ. 

Задача 3". Изъ сосуда, содержащаго п билетовъ съ нуме- 
мерами 

И никакихъ другихъ, вьшимаютъ одновременно или последова- 
тельно т билетовъ, при чемъ, въ случае последовательнаго вы- 
ниман1я, ни одинъ изъ вынутыхъ билетовъ не возвращаютъ 
обратно въ сосудъ в новыхъ туда также не подкладываютъ. 

Требуется определить вероятность, что между нумерами 
вьшутыхъ билетовъ появятся г нумеровъ, указанныхъ заранее, 
напр. 1, 2, 3, , е. 
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Рмиенге. 

Эту задачу можно разсиатрввать какъ хоть частный случай 
предыдущей, когда а = а. 

Именно можно % быетовъ, нумера которыхъ указаны зара- 
нее, уподобить б^ыыъ шарамъ, а остальные билеты уподобить 
чернымъ шарамъ. 

Такое уподоблеше тотчасъ обнаруживаеть, что р1шеше по- 
ставленной задачи получится изъ рЬшенхя предыдущей черезъ 
8ам1&ну всЬхъ чиселъ 

а, Ь, а, Р 
соотв1&тственно числами 

$, п — «, «, т — г. 

Обращаясь на этомъ основан1И къ найденному раньше выра-» 
жешю 

1. 2. 8.... (а-ьР) а(а — 1).... (о — а^ 1) Ь(Ь — 1). ..> (Ь-> &-^1) 
1. 2 а. 1. 2.... 3 (а-нЬ) (а-^Ь — 1) (а-ьЬ — а— Р-ь 1) 

И д'Ълая въ немъ указанную зам'1ву, получаемъ величину иско- 
мой вероятности въ вид!; лроизведен1я 

1. 2.... т *(*— 1).... 1 (я — •) (п — »' — 1). . . . {П'-т-^ 1) 

1. 2 ». 1. 2 (т— •) и(|1— !).•.. (п— т-н1) 

■ 

которое посл'Ь сокращешя приводится къ 

т{т — 1). ... (т^- $-*-!) 
п(п — 1) (п — »-#-1) 

Итакъ искомая в'Ьроятность, что среди вынутыхъ т пуме-: 
ровъ окажутся вс^& указанные напередъ % нумеровъ, выражается 
дробью 

т{т — 1).... (т — •-4-1) 
п(п — 1).... (п — »-*-!) 

Другое рптенге. Положимъ, что на билетахъ ставятся новые 
нумера: на вынутыхъ 



.. ^; 






■•.^^ 



^110—. 
а на оставшихся въ сосуде 

Тогда Д1Я указанныхъ напередъ г бядетовъ. новые ихъ ну- 
мера образують какую нибудь совокуоность { нумеровъ .изъ 
ь&кхъ п нумеровъ. 

На этомъ основаши мы можемъ разлчпь 

п(л — 1) (и — ♦-*-!) 

равновозможныхъ сдучаепъ, каждому изъ которыхъ соотвйт- 
ствуетъ опред'1&денная совокупность новыкъ нумеровъ на ука- 
занныхъ нааередъ I билетахъ. 

Изъ всЁхъ этихъ С1учаевъ, единственно возможныхъ и не- 
совм1стныхЪу благопр1Ятствуютъ появдешю вс^^хъ указанныхъ 
напередъ { бидетовъ тЬ и только тЬ^ при которыхъ вся сово-* 
кулность новыхъ нумеровъ на атихъ билетахъ составлена изъ 
чиседъ 

X* ^и^ ^} * * * *9 м9» 

Число же различныхъ совокупностей % нумеровъ, который 
можно составить изъ т нумеровъ, равно 

— 1)....(|П — •-4-1) 



1. 2.... • 

Итакъ число всёхъ равновозможныхъ случаевъ равно 

п (п — 1). , . . (п — » -4- 1) 
1. 2 ....• ' 

а число благопр1ятствующихъ собьтю равно 

т{т — 1). . . . (т — < ■♦■ 1) . 
1. 2... • ' 

И сл']^довательно искомая вероятность, что среди вынутыхъ т 
билетовъ будутъ вс^ указанные напередъ г билетовъ, выра- 
жается дробью 

т{т — 1). . . . (ш ~ $ -#- 1) 
п (п — 1). . . . (п — « н- 1) ' 

согласно прежнему выводу. 
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Для 11ри1г1^ра остановимся на ютере^Б, которая въ прежнее 
вреия разыгрывалась во Францш и во иногихъ Германскихъ 

4 

областяхъ. 

Он9 состояла изъ 90 нумеровъ и, при кащоиъ ея розы- 
грыпгб, выходило по 5 нумеровъ. По условхю лотереи можно 
было ставить ту ^•'^ другую сумму на любой, нумеръ, или на 
любую совокупность двухЪу трехъ, четьфехъ, или наконецъ пяти 
нумеровъ, что называлось, соответственно/ Простой одиночкой 
(1'ех(га1<; 81тр1е), амбо (ГатЬе), тернъ (1е 1егпе), катернъ (1е 
дпа1егпе) и кинь (1е дише). 

Если въ числ1& вышедшихъ пяти нумеровъ находилась со- 
вокупность тЁхъ, на которые игрокъ поставилъ сумму, то адми- 
нистращя лотереи выдавала этому игроку условленную сумму, 
находящуюся въ опред']^енномъ отношети къ величин^& ставки. 

Это отношеше 

для простой одиночки равнялось 15, 

для амбо 270, 

для тернъ .^ 6500, 

для катернъ 75000, 

для кинъ 1000000. 

Для вычислен1я в']^роятностей появлешя простой одиночки, 
амбо, тернъ, катернъ и кинъ сл1дуетъ въ найденновгь нами вы- 
ражен1и 

т{т — 1). ... (ш — $-4- 1) 
п (л — 1). . . . (л — •-*-!) 

ПОЛОЖИТЬ 

п = 90 и т = Ь 
и давать г последовательно значешя 

1, лу «5, 4, О. 




Такимъ образомъ находимъ, что в^^роятность ш>яыен1я 

6 1 

простои ОДИНОЧКИ равна ^ = ^ 9 

*"^" 90.89 — 801 * 

6.4.3 1 
'^'^Р^ 90.89.88 "^ ШЙ ' 

6.4.3.2 1 

^''^^Р^ 90.89.88.87" 611038 ' 

1 2_ _ 1 
^ 611088 ' 8в 43949268* 

Поэтому, если ставка игрока равна Му то иатеиатическое 
ожидан1е его прибыли оть участ1я въ лотереи выражается: 

въ случать простой одиночки числонъ (^д — 1 1 Ж= — -^ ЛГ, 



въ 



случа* амбо (ш~^) ^=— 1 ^у 

X / ббОО , \ Т1Г 1662 -шш- 

ВЪ случа* тернъ \^-^^^—1)М=—^^М 

и т. д. 

Во ъсЬхъ случаяхъ, какъ мы видимъ, это математическое 
ожидаше было, числомъ отрицательнымъ; сл'Бдовательно лотерея, 
о которой идетъ р^чь, представляла игру далеко не безобидную. 

Этому выводу соотв'бтствуетъ тотъ Фактъ, что лотерея при- 
носила значительную выгоду устроителямъ ея. 

§ 20. Задача 5". Изъ сосуда, содержащаго п билетовъ съ 
нумерами 

1, л. (), • • • • , 1% 

И никакихъ другихъ, вынимаютъ одновременно т билетовъ, что 
мы назовемъ первымъ тиражемъ. 

ЗагЬмъ вынутые билеты возвращаютъ въ сосудъ ипроизво- 
дятъ подобный же второй тиражъ т билетовъ. По окончанш 
второго тиража вынутые билеты возвращаютъ также въ сосудъ 
и производятъ трет1й тиражъ т билетовъ и т. д. 
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Требуется при к такнхъ Т1фажахъ опред^лсгь: . 

1) в'Ьроятность, что « опред'Ьленныхъ вумеровъ не появятся; 

2) вероятность, что { опред^ленныхъ нумеровъ не появятся, 
а друг1е I опред'Ёденныхъ нуиеровъ появятся; 

В) в^&роятность, что I опред'Ёленныхъ нумеровъ появятся; 

4) в'1роятность, что появятся только I опред'Ьденныхъ ну- 
иеровъ; 

5) в']^роятность,. что появятся ВСЁ нумера. 
Иьшенье. Положимъ для краткости 



{ 



у (р — • 1) . . . . (р ~ т >4- 1))^ 



1. 2... . т 



г=^. 



каково бы ни было число р* . 

. При каждомъ тираж*! нумера вынутыхъ билетовъ могутъ 
представлять любую совокупность т чиселъ нзъ вс&съ п чиселъ 

Соответственно этому при одномъ тираже различимъ 

п(п — 1). . . . (п -- т -*- 1) 



4 > 



равновозможныхъ случаевъ, а при вс^^ъ к тиражахъ различимъ 



^ 



п(я — 1). . . . (п — 



1) 



I* 2. . • • III 



)' 



п 



равновозможныхъ случаевъ« 

Каждый изъ последнихъ случаевъ, единственно возможныхъ 
й несювместныхъ, состоитъ въ появлеши к определебныхъ со- 
вокупностей т нумеровъ, при разсматриваемыхъ нами к тира- 
жахъ. 

Установивъ такимъ образомъ тб случаи, которые мы бу- 
демъ разсматривать, и указавъ общее число ихъ, займемся для 
опред^лешн вероятностей собьтй, упомянутыхъ въ задаче, 
счетомъ числа благопрктствующихъ имъ случаевъ. 

Если % определенныхъ нумеровъ 



*1 I *1 I • • • • I *< 



1 



«'*1 



г^^ 



и 



8 
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не появ1яютсЯу то Д1Я ОДНОГО тиража вместо 

п(п — 1).... (« — ««»-1) 

1* ^« • • • Я1 

остается 

(п — ») (» — » — 1). ... (и — $ — т -♦- 1) 
1. 2.... т 

случаевъ, а Д1я к тиражей вместо 

{ п(л— 1). ... (п — т-4- 1) ^^ ^ 
1. 2.... III ) ш 

И1г1емъ 

{ (п — ») (п — - ♦ — 1). ... (я — » — т-^- 1) \* ^ 
1. 2.... т I ^п— < 

случаевъ. 

СхЬдоватешно вероятность, что при к разематриваемыхъ 
нами тйражахъ % опред'бленныхъ нуиеровъ не появятся, выра- 
жается ;фобью 

^Гп-,1 ая- •) (ц — »^.1)....(п — ♦ — т-»-1) |^ 

^п I п(|| — 1)....(|1 — т^1) /• 

Зат^мъ число случаевъ, при которыхъ не появляются I опре- 
д'Ёленныхъ нуиеровъ 

*1 1 *а » • • • • I *< 

и появляется одинъ также определенный нумеръ р^, можно вы- 
разить разностью ^ 

^^П — < — I *^11 — < ^П — <— I» 

где ^„^1 , согласно только что сказанному, представляетъ чи- 
сло всЁхъ случаевъ, при которыхъ не появляются нумера 

а ^п^^^! число гЁхъ изъ этихъ случаевъ, при которыхъ кроме 
нумеровъ 

*1 > *а 1 • • • • I *| 

не появляется также и нумеръ ^^. 

Подобнымъ же образомъ число случаевъ, при которыхъ не 



г~^ 
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появляются I опредйленныхъ нуиеровъ 

И появляются два опред'Ьденныхъ нумера, моавно выразить вто- 
рою разностью 

гд'б А 2^ ^ ^ представхяетъ число всЬхъ случаевъ, при которьаъ 
появляется нунеръ ^^ и не появляются нумера 

а А2Г^_^_^ число т^хъ изъ этихъ случаевъ, при которыхъ 
кром'Ь нумеровъ 

не появляется также нумеръ р, . 

Щ.^ Въ виду возможности продолжен1я подобныхъ разсуяцешй 
не трудно заключить, что, вообще, число случаевъ, при кото- 
рыхъ не появляются { опредйленныхъ нумеровъ и появляются 
друг1е I ооредЬленныхъ нумеровъ, можно представить разностью 
Г* порядка 

которая равна 

^л— I ~ Т %— I— I"*" 1. 2 ^п— *— « ^л-^— !• 

Итакъ вероятность, что при & разсматриваемыхъ нами ти- 
ражахъ % опред'Ьленныхъ нумеровъ не появятся, а друпе I опре- 
д'Ьленныхъ нумеровъ появятся, равна 

Проч1Я вероятности, упомянутый въ задаче, представляютъ 
три частныхъ случая только что найденной вероятности и по- 
тому могутъ быть получены изъ выражен1Я 



8* 



^п 



— не.— 

при частныхъ предполож^шяхъ относительно гш1: 

1) г = 0, 2) г^п.-^1, а)л = 0, 1 = п. 

Полагая «=0^ получаемъ нижесл^^дующее выражеше в^^-^ 
роятности появлешя I опред'1ленныхъ нумеровъ: 



л^5 






Полагая же < == п — 2, находииъ, что в']&роятность появлен1я 
I опред'Ьленныхъ нумеровт, и не появлешэ остальныхъ равна 

г^— 2^ 1 ^п "*" 1. 2 ^« 

[ Наконецъ вероятность появлен1я вс^хъ п нуиеровъ равна. 

Останавливаясь на посх1дней Формуле и замечая, что при 
большихъ значен1яхъ п она требуегьутомительныхъ вычисленхй, 
выведемъ изъ нея дв*! приближенныхъ Формулы. 

Для получен1я первой приближенной Формулы положимъ, 
что вс^ числа 

'п—т — 1\* /и— 1»— 2\* 



/п— т— 1\* /п— ж— 2\« 

равны числу 

(п — т\* 



которое для краткости обозначимъ буквою I. 

При такоиъ допущен!и указанная Формула тотчасъ даетъ 



гд* 



Д"^ф(1_0*, 



'=(-;. 



п 



'^- 



--117 — 

Для второго приближен1я заи'Ётимъ, тго при небоАшихъ 
значен1яхъ г отношен1е 



равное 



маю от^гачается отъ 



( п— т— А ^ / п—ш у^ 



1 



кгт 



п{П'-т) 



И произведете 






../;; 



г :[ 



'а 









4 



Л" 
/ 



•А •"л 






мало отличается отъ 

• А:1п(1-н2-1-....-н») - кт% (г-*-!) 

На этомъ осцован1и за приближенную величину каждаго 
произведешя 



\1г) [ п-1 ; \, П-» ;. 



мы примемъ 



^ 



<-+-! л Лш_(«-н1)\ 

\^ 2п(п-т)Г 



Подставляя въ Формулу это приближённое выражеше вм^^- 
сто точнаго, получаемъ 



Д'^^Г, 



-Оф.(1_«)"_^^^)(1_0"-'ф(1_<)«{1_^), 






^^ 






■2Ш 



^(б 



такъ какъ числа 



п— 1 
п— т 



И 



(1-<)5 



МЫ предполагаемъ близкими къ единиц'Ё. 

Приложимъ наши приближенный Формулы къ розыскашю 
числа тиражей по услов1ю, чтобы вероятность появлен1я всЬхъ 

нумеровъ была приблизительно равна данному числу -^- 






г^ 



— 118 — 
Первая приближенная Формула даетъ: 

откуда выводит» 

п1ое{1—{)ф—п1ф — 1о^С; 
но 

и потому 



108< = *108(1— =-)ф-^ 



Сопоставляя же приближенныя равенства 

—п{ф — 1о^С и 1ов<ф — ^, 
находииъ 



*Ф 



т 



Въ дальн^йшихъ вычислен1яхъ положимъ 

и о т о> 

такъ что ^0 и к^ будутъ приближенными значен1ями чиселъ ^иА;. 
Второе приближенное выражете вероятности даетъ 



(1_«,.(1_^)Ф^ 



) 



откуда, производя приближенный вычислешя, выводимъ 
1о§Сфи<н-!^н-Уфп<-^ <"-^уУ , 

, . 1ов С Г, (и-*-Я!от)У 1 

I зат^Биъ 

Съ другой стороны им'&еиъ 
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Приравнивая наконецъ одно приближенное выражеше 1о^ ( 
другому, приходимъ къ такому приближенному равенству 

изъ котораго легко выводгаъ 

ф^ {(108; п— 108 1о8 С7)(«н-1 1од С — ^) ч- ^ Щ С]. 

Для арии-бра положииъ 

п=90, т = 5, (7=2. 
Тогда 

108П= 4,4998 , 1о§(7= 0,69314 

1од1одС= — 0,3665... , п-Ц-Ь^ О— у =87,84657 

и произведя простыл вьпиадкя, по посл1^ей прибяженвой Фор- 
муле получаеиъ 

, . 4,8668X87,8466 ■*- 0^46 ■ ое к 

Соответственно этому результату можно убедиться, что 
в^^роятность появлен1я всбхъ 90 нумеровъ при 85 тирац^ъ 
н^^колько меньше половины, а при 86 тиражахъ уже больше 
половины. 

§21. Задача 4^. Два игрока, которыхъ мы назовемъ Ь и 
Му играютъ въ некоторую игру, сосгоящую изъ последователь- 
ныхъ партш. 

Каждая отдельная парт1я должна окончиться для одного изъ 
двухъ игроковъ ЬжМ выигрышемъ ея, а для другого проигры- 
шемъ, при чемъ вероятность выиграть ее для X равна ^, а для 
М равна ? = 1 — р^ независимо отъ результатовъ другихъ 
парт1Й. 

Вся игра окончится, когда Ь выиграетъ I партой или Ж 
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вынграетъ т парпй: въ первоиъ сжучвА игру выиграетъ X, а 
во второмъ М, 

Требуется опред1&лить вероятности выиграть игру для 
игрока ^ и для игрока Ж, которыя мы обозначииъ сииволами 

Эта задача известна съ половины сеинадцатаго стол1^т1я и 
заслуживаетъ особаго вниманхя, такъ какъ въ разлнчныхъ прхе- 
махъ, цредложенныхъ Паскалемъ и Ферматомъ для ея р']&шешЯу 
иожно вид-^ть начало исчислен1я в-Ьроятвостей. 

Первое ртиенге. Прежде всего зам'бтимъ, что игра можсгь 
быть выиграна игрокомъ Ь въ различное число партхй, не 
меньшее ? и не большее 1-^т — 1 . 

Поэтому, въ силу теоремы сложен1Я в-Ьроятностей, мы мо- 
жемъ представить искомую в'Ьроятиость (Ь) въ вид*]^ суммы 

гд* Щ1_^1 означаетъ вообще вероятность, что игра окончится 
въ 2 -^ $ парт1й выигрышемъ игрока X. 

А для того, чтобы игра- была выиграна игрокомъ Ь въ 1-^ 
партш, этотъ игрокъ долженъ выиграть / -•- г'* партио и изъ 
предыдущихъ ? ~н г — 1 партш долженъ выиграть ровно I — 1 
парт1Й. 

Следовательно, по теореме умноженхя вероятностей вели- 
чина {^)^^^ должна равняться произведец1ю вероятности игроку 
Ь выиграть 1-^1^ парт1ю на вероятность выиграть тому же 
игроку Ь изъ 1-^% — 1 парт1й ровно ^ — 1 парт1Й. 

Последняя вероятность, очевидно, совпадаетъ съ вероят- 
ностью, что въ 1-^1 — 1 независимыхъ испытанш появится ровно 
1 — 1 разъ такое событхе, вероятность котораго для каждаго 
испытан1я равна р, 

вероятность же игроку Ь выиграть I -*- г^" партхю, какъ 
вероятность выиграть ему любую парт1ю, равна р. 

Итакъ 

К^)1^4 —1^1. 2.... •. 1. 2... (1^)Р « " 1.2. ...Г ^ « 



г 
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■ шисовецъ 

(Х)=^> |1-*-у2-|--^7^в -Н....Н — 1. 2....(т-1) 2 г 
Подобнымъ же образомъ найдемъ : 

1-«1; — 2 \^^11^^ 1.2 Р"*---"^ 1. 2.... р-4) -2 )' 

• Достаточно; впрочемъ, вычислить одну изъ этахъ вел0чйН1г, 

такъ какъ сумма ихъ 

(Х)-ь(Ж) • - ' 

должва приводиться къ единиц'Ь. 

Второе ргьшенге. Зам-Ёчая, что для окончан1я игры тре- 
бу етм не бол'Ье 1-^т — 1 парт1Й, положимъ, что игроки не 
прекращаютъ ее тотчасъ по достижен1и однимъ изъ нихъ на;(- 
лежащаго числа выигранныхъ парт1й) а продолжаютъ играть 
до тЬхъ поръ, пока не будетъ сыграно ровно 1-^т — 1 парт1Й. 

При такомъ предположен1и в-^роятность выиграть игру для 
игрока Ь равняется вероятности выиграть, тому же игроку X, 
изъ всЁхъ 1ч-т — 1 партш не мен-Ье I парт1Й. 

Въ самомъ А'Ъл'Ъ^ ест игра выиграна игрокомъ X, то число 
выигранныхъ имъ парт1Й достигаетъ величины I и посл'Ёдующ1я 
затЁмъ парт1и могутъ только увеличить, это число, или оставить 
его безъ изм'Ёнен1я. 

И обратно, если изъ ^ -н ш — 1 парт1й игрокъ X выиграетъ 
не мев^е I парт1й, то число иарт1Й, выигранныхъ игрокомъ Ж, бу- 
детъ меньше т; откуда сл'Ьдуетъ, что въ этомъ случа*!^ игрокъ 
X выиграетъ I парт1Й, прежде ч-Ьмъ игрокъ М усп^егь вы- 
играть т парт1й, и такимъ образомъ игра будетъ выиграна 
игрокомъ X. 

Съ другой стороны, в'Ёроятность игроку X выиграть изъ 
1'^т — 1 парт1й не иен^е I партш совпадаетъ съ в'броятностью, 
что въ2-нт — 1 пезависимыхъ испыташй появится не те^Ье 
I разъ такое собьте, вероятность котораго при каждоиъ испы^ 
таши равна р. 
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Посхбдняя же вероятность выражается известною суююю 
произведен!! 



1. 2 р-нт— 1) и-| III— I— I 



1. 2 р-ь») 1. 2.... («-Ч— 1) 



^р ^' 



) 



гд* 

» = 0, 1, 2,. . . ., т — 1. 
Итавъ 

совершенно также вайдемъ 

Нетрудно уб'Ьдаться, что этв новыя выражевЫ (Ь) ж (М) 
равны навдеввынъ прежде. 
Численные прьит^. 

(^)=1,(1н-2)=2^^(1н-^-|)=|. 

(Ж)=в»{1-*-3|,) = 42«|>{1ч-1|) = |^. 
Задача 5^. Три игрока 

играютъ въ игру, состоящую изъ посхЬдовательныхъ партай. 

Каждая парт1я должна окончиться для одного изъ нихъ вы- 
игрышеиъ, аддядвухъ остальныхъ проигрышеиъ, при чеиъ ве- 
роятности выиграть ее для 

Ц Ж", 2^ 
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соотвгбтственно равны 

независимо отъ результатовъ другихъ парпй. 

Вся игра оканчивается выигрышеиъ одного изъ игроковъ: 
именно, игру выигрываетъ тотъ, кто прежде другихъ выигра- 
еть назначенное для него число партШ. 

Определить вероятность выиграть игру для каждаго изъ 
игроковЪу если для выигрыша игры X долженъ выиграть I пар- 
Т1Й, М долженъ выиграть т партхи и ^^Г долженъ вьгаграть п 
парт1й. 

Эта задача представляетъ распространеше предыдущей на 
случай трехъ игроковъ. 

Выиенге. Разсматривая различный стад1и игры, обозначимъ 
символомъ 

л?, у, ж 

вероятность, что игру выиграетъ Ц когда игрокамъ 

Ц М, N 

для выигрыша игры остается вьгаграть соответственно 

парт1й. 

Пока игра не окончена, ни одно изъ чиселъ Ху у^ в не нуль. 

Обращен1е же одного изъ нихъ въ нуль указываетъ на 
окончан1е игры: при я; = игра выиграна игрокомъ Ь и тогда 
вероятность вышфыша игры для X равна 1 ; если же ^ = О или 
я = О, то игра выиграна однимъ изъ двухъ другихъ игроковъ и 
вероятность выиграть ее для Ь равна 0. 

Соответственно атому имеемъ 

где подъ х^ у у В мы подразумеваемъ числа неравный нулю, такъ 

какъ выраженья 

т т т • 

о, о, «' "^0, у, о' "^«, Оу о> 



•х- 



1' 



— 12* — 
не им-^ющхя смысла, не встр1^чаются &ъ нашихъ вычвсже^ 

Н1ЯХЪ. 

Предполагая всЬ три числа о;, у^ л отличньши отъ нуля, 
установииъ теперь простую связь между величинами 

т т т т 

которая даетъ возможнорть найти Х^ , когда значенья 

Ж— 1, У, *' Ж, у— 1, » " -^Ж, у, 1Г— I 

уже изв']^стны. 

Для намеченной ц'^1и разсмотрнмъ возможные результаты 
одной парт1и, которая непосредственно сл^дуетъ за т^мъ поло- 
даен1емъ игры, когда игрокамъ 

Ц М, N 

для выигрыша игры остается выиграть соответственно 

партш. 

Если эта иарт1я будетъ выиграна игрокомъ X, вероятность 
чего равна р, то непосредственно по окончанш ея вероятность 
выиграть игру игроку Ь обратится въ 

-^Х— 1, у, Х> 

если же эта лартхя будетъ выиграна игрокомъ ЛГ, вероят- 
ность чего равна $, то по окончанш ея вероятность выиграть 
игру игроку ^ обратится въ 

т 

^Я?, у— 1, »' 

и наконецъ если эта парт1я будетъ выиграна игрокомъ -АГ, веро- 
ятность чего равна г, то по окончан1и ея вероятность вьшграть 
игру игроку Ь будетъ равна 

л?, у, »— !• 

Поэтому, выигрышъ игры игрокомъ Ьу когда для окончашя 




г 
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■гры игронаиъ 

4 

остается выиграть соответственно 

^, У, 1 

парт1Й, мы можевгь разбить на три вида, которые отдичаются 
другь отъ друга резудьтатомъ одной парт1и и в'Ьроятности ко- 
торыхъ равны про]|0веден1ямъ 

Сл'&дователвно въ силу теоремы сдоженхя в^&роятностей 

ИИа6ИЪ 

^Х, у, % —Р^х-Ь у, . -^ 2-^*, У-1, « -^ '■^«, у, . -1- 

Подобньшъ же образоиъ не трудно установить равенства 

^Х, у, ж =Р^Х-1, у, ,-*- 2^*, У-., » -^ '•^«, у, *-!' 
О) У) у ^9 у? ^ ^) О) » ' 

-'^ у, ж -^^яг, о, дг — ^? ^^а?, у, о — ^' 

от, у, т ИР^ Уу * 



ГА* 



означаютъ вероятности выиграть игру игрокаиъ ЛГ и ^, когда 
для окончашя игры игрокамъ 

'^' ^ ' ^ ' ' Ц М, N 

остается выиграть соответственно 

л:, у, ^ 
партШ. 

Не останавливаясь загЬмъ на составленхи общихъ Формулъ 
для выражен1я искоиыхъ вероятностей 



4 
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при произвольвыхъ 8вачен1яхъ I, т, п, за1г§тн11ъ только, что 
указанный нами равенства даютъ возиожность на1№ эти веро- 
ятности Д1Я лобой данной системы чисел» /, т, п. 

Д1>йствительно, при помощи этихъ равенствъ, посл^Бдова- 
тедьно находимъ 

А, I, I =Ру ^1, 1, 1 = 2» -^1, 1, I "*' 

4, «, 1 = 1» -^- 2?» А, 1, 1=?* 

А, I, 8=1'А. I, в-*-ЗА, О, 8-^^А, I, 1=Р-+^ (Р-*-»У) ^ 

==р (1 -нд-+-г-+-22г) 
^1, 8, г=^>(1-^2-+^» -2^8, 8, 1=1'"(1ч-22) 

•^8, 1, 1=Р-^8, 1, 1-*-2А, о, ^-^-^^а, I, 0=1'' 

-М;, 1, .=2(1-ьг-»-г*), 1Г,^ ,^ ,=а«(1-1-2г), Ж;, ,, ,=«» 

■2И'8, 8, 1=3'(1-^21'), -^8, ., «=в(1-*-1'-^'-*"21^)' 

■^8,1,1=2(1-*-1>-^/) 

2^,, ,, ,=Л -г^,, 8, 8=»^(1-^-2з). Л^ц 8, г=^^1ч-^^^ 

•2^8, 8, г=»'(*ч-г'-*-2-»-2М -^8, 1, »—^('^^+■Ы 

А, 8, 8=1'А, 8, 8-^2А, 1, 8-*-'"А, 8, 8 

=1'-*-3'1' (1н-гч-г')-*-гр(1-1-2-1-г-ь2дг) 
==р (1-*-дч-г-1-г^-1-22ГН-32г*) 

и т. д. 



1 
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Дргшпръ.1=^1, »| = 2, п=3, Л1 = 2 = г = у* 
Вероятность выиграть игру Д1Я игрока ^ равна 

затЁмъ Вероятность выиграть ее для игрока М равна 

3 \39"*"27У"^ЗД^27У 27* 

и наконецъ для третьяго игрока вероятность выиграть игру 
равна 

- 19 6^ 2^^ 

^ 27 27 27 ' 

Ограничиваясь частныиъ случаемъ, приведемъ другой вы- 

водъ ископыть вероятностей. 

Именно, прежде всего заметимъ, что для окончашя игры, 

при 

г=1, т = 2, п = 3, 

потребуется не более четырехъ партхй и затемъ для уставовле- 
Н1Я равновозможныхъ случаевъ положимъ, что игроки сыгра- 
ютъ четыре парпи, хотя бы игра и была уже выиграна раньше 
теиъ или другимъ изъ нихъ. 

Тогда, имея въ виду порядокъ этихъ партШ и три возиож- 
ныхъ результата каждой парт1И, состояпце въ выигрыше ея 
однииъ изъ трехъ игроковъ, мы можемъ различить 3^ = 81 
разновозможныхъ случаевъ. 

Изъ этихъ 81 случаевъ благопр1ятствук>тъ выигрышу игры 
игрокомъ Ь те, въ которыхъ онъ выигрываетъ одну парт1ю 
прежде чемъ М выигрываетъ две парпи и прежде чемъ ^^Г 
выигрываетъ три парт1и. 

Прямой счетъ числа такихъ случаевъ не представляетъ за- 
труднен1Й; но еще скорее можно сосчитать число остальныхъ 
случаевъ, неблагопр1ятствующихъ выигрышу игры игрокомъ Х. 



\ 
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Именно, бе благопр1лтствуютъ выигрышу игры игрокомъ 2^, 
кром*! 2^ = 1 6 случаевъ, въ которыхъ онъ не выигрываеть ни 
одной парт1и* только С11^дующ1е 8 случаевъ: 

NNNЦ МММЬ, ММКЦ МNМЦ 

1^ММЦ ммьк, ммьм, ммьц 

въ которыхъ игрокъ Ь выигрываеть первую парт1Ю уже т^осА 
выигрыша игры однимъ изъ своихъ противниковъ. 

Отсюда тотчасъ закдючаемъ, что вероятность выиграть 
игру для игрока Ь равна 

81—24 67 19 

81 81 27 * 

ЗатЬмъ не трудно видеть, что игрокъ N выигрываеть игру 
въ шести случаяхъ: 

2ШЛ2^, NNN1, NNNМ, NNМN, NМNN, М2ШЩ 

I 

И потону остальные 

24 — 6 = 18 

6^^^чаевъ доляшы благопрхятствовать выигрышу игры игро- 
конь М. 

Сл1^довательно вйроятности выиграть игру Д1я игроковъ М 
и Л' соотв-Ьтственно равны 

18 ^ ^ 2^ 

81 9 " 81 27 ' 

согласно прежнему выводу. 
§ 22. Задат 6^. Двое 

« 

йграюгь въ игру, состоящую изъ посл^^довательныхъ парт1Й. 

Каждая парт1я должна окончиться для одного изъ внхъ 
выигрышемъ, а для другого проигрышемъ, при чеиъ вероятно- 
сти выиграть ее для^2/ и ЛГ соответственно равны|} ид=1 — 11. 
, Конецъ игры определяется разностью между числомь пар- 
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Т1Й, выигранныхъ однимъ игрокомъ^ и числомъ партШ, выигран- 
ныхъ другимъ игрокомъ. 

Именно, игру выиграетъ Х, какъ тодько чисдо выигран- 
ныхъ имъ парт1Й превысить число парт1й, выигранныхъ игро- 
комъ М^ на а единицъ; напротивъ игру выиграетъ Ж, какъ 
только число выигранныхъ имъ парт1й превысить число парт1й, 
выигранныхъ игрокомъ X, на Ъ единицъ. 

Требуется вычислить вероятности выиграть игру для X и 
для М. 

Дримгьчанге. Прежде ч^мъ приступить къ р']^шен1ю постав- 
ленной задачи, представимъ условхе окончан1я игры въ другой 
Форм^. 

Пусть капиталы X и Ж выражаются соотв']^тственно числами 
Ъ Е а; пусть вм'Ьстё съ гёмъ за каждую парт1ю выигравш1Й ее 
получаетъ отъ проигравшаго одну единицу капитала. 

Тогда окончан1е игры обусловливается разоревхемъ одного 
изъ игроковъ и выигрываетъ ее тотъ, кому удастся разорить 
противника. 

Действительно, если будетъ сыграно е-*-^ партхй и изъ 
нихъ будетъ выиграно г парт1Й игрокомъ X и ^' партШ игрокомъ 
М; то въ силу установленнаго нами услов1я капиталы X и Ж 
обратятся соответственно въ 

Ь -*- г — 1 и а -1-7 — г 






"^З 



г-^ 
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единицъ капитала. 

И если эти г-ь/ партш приведутъ игру къ концу, то должно быть 

г — ^ = а, или У — г = Ъ 

и соответственно 

а-1-У — г = 0, или Ь-*-е — ^ = 0. 

Рптенге. Разсматривая различный стад1и игры и имея въ 
виду вторую Форму услов1я окончан1я ея, обозначимъ символомъ 
у^ вероятность выиграть игру для игрока X въ то время, когда 
его капиталъ выражается числомъ х. 

9 



.''•'1 






^к:..^ 
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Число X, въ течен1е игры, можетъ принимать только так1я 

значешя 

О, 1, 2, , а-нЬ; 

а въ начал^& игры х равно Ъ и потому искомая нами в'1роятность 
выиграть игру игроку X, пока не сыграно ни одной партти, 
представляется при установленномъ нами обозначен1И символомъ 

Уь- 

Зам']&тимъ, что игра оканчивается при а;=0 и при х=а-%-Ъ 

я что 

у^ равно нулю, а у^^^ равно единиц*; 

такъ какъ обращеше капитала X въ нуль указываетъ на про- 
игрышъ имъ игры, соединеше же у игрока X капиталовъ обоихъ 
игроковъ влечетъ за собою выигрышъ имъ игры. 

Предполагая зат^мъ х отличнымъ отъ О и отъ а -н 6, уста- 
новимъ простую связь меясду величинами 

Ух> Ух-^Х Ух — I* 

Для этой ц'1ли разсмотримъ возмоашые результаты одной 
парт1И, которая непосредственно сл^дз'етъ за т1мъ положешемъ 
игры, когда капиталъ X выражается числомъ х. 

Если эта парт1я будетъ выиграна игрокомъ X, в-Ьроятность 
чего равна р^ то непосредственно по окончанш ея вероятность 
выиграть игру игроку Ь обратится въ у^^х ; если же эта пар- 
Т1Я будетъ выиграна игрокомъ ЛГ, вероятность чего равна д, 
то по окончаши ея вероятность выиграть игру игроку Ь обра- 
тится въ у^_1 . 

Отсюда не трудно заключить, что въ силу теоремъ сложен]я 
и умножен1я вероятностей должно быть 

Такимъ образомъ разыскан1е у^ сводится къ решев1Ю ли- 
нейнаго уравненхя 

Ух -^^Х-\-\ ЧУх —I 



ПрВ уС10В1ЯХЪ 

Р1ше1]1е подобвыхъ уравнений яз1агается въ исчислении 
нечныгь разностей. 

Согласно выводаиъ исчислен1я конечныхъ разностей об| 
р'Ёшете уравнения 

опред'Ьляется корнями обыкновенваго уравнешя второй стен 

при чемъ схЁдуетъ различить два случая. 
Въ силу равенства 

одннъ взъ корней уравненЫ 

равенъ единице, а другой -^ • 
Если р не равно ^, то числа 



различны иенсду собой и на основан1и выводовъ исчвслев1я 
нечвыхъ разностей должно быть 

гд"! С и I) числа ностоянныя. 

Для опред^лен1я оостоянныхъ ии11е1гь два уравнешя 

нзъ которыхъ выводииъ 
0=— !) = - 



'^ЛтГ' ,»--«- 



рд-ьб — я (^Д — ^ 

»* ^,в-^-6_дв-^-^ 

№ ТОЛЬКО ;> ве равно ^. 
Если же ^) = 3, то 

% Ая В числа постоянныя. 

Для оаред1лен1я постоянныхъ ии^енъ по прежнему два 
Авнен!я 

1Ъ которыхъ выводииъ 

^ = и В=^- 

Итакъ при ;> = д находииъ 

X Ь 

Подобныиъ же образоиъ вайденъ, что для игрока ЛГ в11ро- 
гвость выиграть игру, пока пе сыграно ни одной парт1и, равна 

!лв ТОЛЬКО р не равно $, в обра1цается въ 



рнр = 2. 

Суииа вероятностей выиграть игру тону и другому игро!^ 
эставляетъ единиоу; иакъ и следовало ожидать, такъ какъ по 
редположеи1ю игра продолжается до т11хъ поръ, оокаодинънэъ 
гроковъ не выиграеть ея. 

Однако въ данноыъ случа'Ь вероятность равная единице не 
казываетъ на достоверность выигрыша игры т^нъ или дру- 
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гныъ нзъ игроковъ; такъ какъ игра ножегь продо1шаться бе: 
конца. 

Каядая парт1я въ отд'Ёаностк оредставляегь безобцдну 
нгр7 при р = ^^^ Ев безобидную въ аротиввоиъ случае), ког^ 
Р не равно з- 

Сообразво этому, найденное нани выражен1е у^ при р = 
нриводнтъ къ сгЁдующену эаклочеаио. 

Если н^кто р1ши1ъ аовторять безобидную игру до пр1обр^ 
тешя назначенной напередъ суииы иди до своего разорен1я 
есдЕ къ такоиу повторен1Ю нЁтъ препятствий; то вйроятвос1 
пр1обр1!тев1я иыъ назначевной суииы и его раэорен1я обрат! 
пропорщональвы велнчив'Ё этой суыиы и его капиталу. 

Это заключение, выведенное наии изъ разснотр^н1я одно] 
частнаго случая, относится ко вс^иъ безобиднынъ играиъ. 

Бъ саионъ А^1% если капиталь игрока выражается число! 
а, суииа же, пр1обр'1тен1е которой составляеть ц^ль иногокра' 
наго оо8торен1я ииъ игры, выражается числоыъ Ъ; то при сд': 
ланныхъ пани предположев1яхъ иногократное повторен1е игр 
должно дать игроку прибыль, выражаеиую числоиъ Ъ, или убь 
токъ, величина котораго выражается числоиъ а. 

И потому математическое ожидаше прибыли игрока отъ т; 
кого повторен1я игры выразится разностью 

ХЪ — Та, 

гд-Б X в-|роятность □р1обр-1тен1я ваэначепной суииы, Г в^^роя' 
ность разорешя игрока. 

Но повторение безобидной игры само должно представляв 
также игру безобидную; сл-Ьдовательно 

ХЬ—Уа = 0, 

откуда находииъ 

х_г_. д:-*-г _ 1 

а Ь о-нЬ а-*-Ь 

Въ тЬхъ случаяхъ, когда сумма, по пр1обр^тепш котор< 



п 
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рокъ {И^шихь прекратить вгру, велика по сравиевио съ его 
питалонъ, вероятность разорев1я игрока блзка къ единиц-Ь. 

Бъ пред'Ьльвоиъ же случае, когда игрокъ не довольствуется 
какою суииою, должно положить Ъ^оо е вероятность разо- 
вая обращается въ единицу. 

Итакъ, если новторенхе безобидной игры ограничено только 
зорея1енъ игрока, то по найденной наии Форнулй вероятность 
8орев1я равна единице, хотя это ра8орев1е иожетъ вякогда не 
ступить. 

Устраняя вечную вгру, ограннчинъ теперь число играе- 
аъ нарт1й; ыы преобразуемъ такииъ образомъ задачу 6^ въ 
едующую. 

Задача 7". При соблюдении всехъ условШ задачи 6°", тре- 
ется вычислить вероятность, что игра будетъ выиграна игро- 
нъ ^ не позже, какъ въ п парт1Й. 

Другими словаии, требуется вычислить В'Ьроятность разоре- 
ч игрока М ври услов1Е, что общее число парт1й не превзой- 
гь п. 

Ргьгаете. Обозвачимъ сииволоиъ 



.роятность выиграть игру игроку X въ томъ случае, когда ка- 
талъ М выражается числомъ I и нельзя сыграть более 5 парпй. 
При такихъ обоэначен1яхъ искомая наии вероятность разоре- 
I игрока Л^ представится свиволомъ 

У о, п"> 

есте съ темъ ииеемъ 

8>0 и *>0. 

Съ другой стороны, разсиатривая, подобно прежнему, воз- 
'жные результаты одной парт1и, легко приходииъкъуравненио 



з>1 н 0<1<а-^-Ъ. 

Остается р1^шить это уравнен1е при вышеуказанны 
в1яхъ 

По1ьз;ясь саособоиъ Лапласа, мы сведеиъ разысв 
къ раздоженЁю н'Ёкоторой Функщв вссоиогатедьааго 
наго ^ по стененяиъ этого переи'&ннаго. 

Пусть 

Тогда 

и 

и въ силу уравнения 

2/,, . =РУ{^1, ,_| -^ гЗ'»ч-1, 1-1 

?Л^) -^'^9,-, (5) - 25?,^. (5) = У,, 0= О,- 
при _ 

На этоиъ освован1и, согдасво общимъ выводаыъ в 
конечаыхъ разностей, можеыъ положить 

гд-Ь и а V Функц1и одного числа \, не завнсящхя отъ (, 
же <9 и 1] ояред'1Ы|ютса равенствами 



1 



корня одного и того же уравненж 

р— ^'5~2V=0. 
гепени относите1ьно неизв'Ёстнаго числа р. 
я зат^иъ ^ звачешя О в а-+-Ь, нолучаеиъ два равенства 

оыхъ выводинъ 

.7_ »*-' 1 



ба-»-6_^а-»-6 ( _ 5 

[ъ оснований наюдииъ 

_ (бц)* [еД-»-Д— '- 1Г]а-ь6-'] 1 

60+*— ,)<"-<-* 1 — 6 

:ъ искомая вами В']^роятность, обозначенная сиыволоыъ 
шегь быть опред*лена какъ коэФФтценть при Н* въ 
[1И по степеняиъ ^ выра»сен1я 

Та ^*^— 1 _ Е 1_ ^ач-6 ^г {ач-Ь) 

)яев1е же подученнаго выражешя <^^(^) въ рядъ по 
ь ^ сводится къ разложен!» различныхъ степеней г\ въ 
; же ряды, такъ какъ простое Д'Ьлеахе даетъ для ^^(1) 

Г1Г| И — * 1 -^« ^ —а 7) -н....{ 
нецъ для разложен1я различныхъ степеней 1] въ ряды 
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иожно воспользоваться изв'!ёстной Фориудой Лагранжа; 

Р1!:) = Р(о)ч-и,Г1а) ».>)->-1^ /^''У^'" -н.. . . 
при 

Въ давпоиъ с^у^а^& иагбенъ 

У) = 5 (^) -Ь дтг)») 
и потону 

Соответственно этому^ полагая въ Формул* Лагранжа 
ваходниъ 

-*-- 1.2. 3-.* ■'/д'Гн-. 

Отсюда сл^дуеть, что коеФФиаденть при 5" въ разлож* 
по степенянъ ^ выражен1я 

1*" 

1-Е 

равенъ произведению р^ на сумму 
гд-Ь 



Сопоставляя этотъ результатъ съ указаннымъ выше раз 
жен1еиъ (1 — Н) 9о (5) ^^ РВД'ь по степеняиъ т], нетрудно з 
получить общую Формулу для вычислен1я искомой В'Ьроятно 
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при дюбыхъ значев1яхъ 



а, Ь, п, р. 



Остановимся на томъ случа'Ь, когда каждая партгя въ от- 
д'Ьльности представляегь игру безобидную^ а капиталъ игрока Ь 
настолько великъ, что для разорен1я Ь необходимо бол^е п 
партШ. 

Тогда 

и искомая нами вероятность разорен1я игрока М, не позже какъ 
въ п партш, представится суммою 

1 а о (о -н 8) о (а "Ь г -ь 1). . . . (а -ь 2» — 1) 

2* 2»-^* 2в-*-*Л. 2 " ' ' * 2а-*-2«.1. 2. 8.... • 

ГД* 

п — а п — а — 1 

г = -^ или 2— • 

Въ виду интереса, который представляегь вопросъ о разо- 
ренш участнвковъ безобидыыхъ игръ, укажемъ еще прибли- 
женный Формулы для вычислеп1я той же в'1роятности разорешя 
М при большихъ значешяхъ п, когда прямое вычисленье сув1мы 

1 а а{а-#-3) а(а-1-«-4-1) (а-*-2г — 1) 



• • « 



2« 2«-*-2 2в-*-* 1. 2 2в-^2« 1. 2 * 

весьма затруднительно. 

Для приближеннаго вычисленья этой суммы, равной^ ,за- 
м'Ётимъ, что безконечная сумма 

1 а а (а -4-8) а(а-1-4) (а-нб) 



2а ■ 2'*~*"2 2*"^* 1. 2 2'*'*"* 1. 2. 8 ' 

представляющая вероятность разоренья игрока М безъ ограни- 
чен1я числа партьй и капитала игрока X, равна единице и что 
следовательно 

2 ^ а(а"Ь»-*-2) (ан-21-н1) о(а-ь»ч-8) (а-1>2м-8) 

З'а, п 2в-+-2»-*-2 1. 2. . . . (*-4- 1) 2«-*-««-^ 1. 2. . . . (»ч-2)"*"*'" 



П 
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Обпцб Ч1евъ этой сумиы 

а(вн-*-н1)....(а-.-;а-1} 
2*-«* 1. 2 ... к 

иы обозначиыъ симвоюиъ е^ . 

Обращаясь зат^иъ въ ФОриутЬ Сгирлинга н приннш 
ввинаше равевство 

я — Д . 1. а. 3.... (а-^-т 

* 20-*^*{а^-Зк) ' 1. а.... к. 1. 2.... (а-ьй) 

находииъ два выражения 

й' — я 1 / 1 ~ /• а-»-2> \Д-«-* /а-.-21\* 

«* — « ^ 2та(а+*}(в-ь2*) \^2в-н2ЬУ \ М / 



изъ которыхъ первое /^ больше и^ , а второе е'^' иевьше 2^^^ 
Нетрудно также убедиться, что при & > ( оправдыш 
неравенства 

1 Ь(оч-Ь)(д-»-Й) ■(д-м) (дч-а«) 

4 -^ (вч-г*)* -^ (оч-г»)' * 

1 1 I ^ 1 1 1^ 

12[а-*-Щ 121е 12(<1-4-А) -^ 12(а-«-2>) 12| Ща^ 

V 2* / \2<н-2*^ -^ \ 2» У 1,2а+-2(/ 

И 

Следовательно, если лоложвиъ 

■ 

— „ 2я / а-«-2| \* / а-1-2« ^<^-*^' 

'*~ У2«(о-ь2к)8 1 а; / ^аа-ь2*] 



л 



д _, р 12 (е-*- 2») 1Й 13 (о-и) 

гб слагоеныя суииы 

)й 1 — Ув,п' удоыетворягь неравенстваиъ 

^ > «» > »» 

[■оиу 

Уь другой стороны, ни*емъ 

1.1. -^—^ ^ 



л-1-2*-*-2)» У(а-^ 2» -<-<)» Ув+^ 2У(а-*-2*)> 



2(ач-2«-»-2) 2(л + 2»-н4) 



»'(а + 2»-»-2)> >'(о-«-21-^4)* • ■ ••'^ I ^ (у^)» ' 

)айней ы1;рЪ ори достаточно бодьшнхъ значен1яхъ *, когда 
нецъ аростая подстановка нреобразуетъ интегралъ 

-ее _с^ 



*"*""2 



---•■''*\". 1'^**^1 
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Итакъ при 



п 



Ф 



= 3 



искомая нами в^^роятность разоренхя игрока ЛГ, не позже какъ 
въ п партШ, больше 



1 , €г-* ав 

У*(а-1-»)1с ^0 



И меньше 



1 



гд* 



2т /а ■»■ 2» V / Д-ь2А Д-*-< Л 1 \ 

2а-#-2»7 ^ ^ 2 (а-н2»)/ 



«# т* ( 



п — а _ п — а — 1 а 

% = —;г- И1И ;; 5 Т = 



У^т 



И 



^у — . ^ 12 (а-ь 2») 12» 12 (а -н») 



^^'^ 






Соответственно этому можемъ установить прибдиженную 
Формулу 



Уа,п=^ 



2 

У1;г 



/ е-'*(|я, 



гд^ т ии^^етъ вышеуказанное значенхе. 
Для примера положимъ 



а =100 и п = 200000. 



Тогда 



а-*- 2» =200000, $=99950, а -ы' =100060, 



т = 



100 



2у1ооооо 



=У0,02б = 0,15811 



и 



ут^- 



Гв-'*(глг=0,17693 *); 



вычитая же число 0,17693. ••• изъ единицы, получимъ для 



-«« 



*) Апдгё Магко^. ТаЫе дев уа1е11Г8 с1е 1'ш1ёрта1е. \ е ^ . 



гностЕ разорев1я игрока М такое приближенное значеше 

0,82306. 

достаточно уиеньшвть на одну единицу пост11Днюю цифру 
гной орибдиженной величины ийроятности, чтобы ви^ть 

0,62305 
ее этой в^ро)^гвоеп; ибо въ давноиъ сдуча-б 



гя опред^денЬ] другого предала той же в^роятвосп обра- 
в къ таблицаиъ логарифиовъ и посредствоиъихъ находить 

:-1-21)ф5,3010299956 Ьа% (2а-1-2>)+б,3012470886 
! ф6,3008127941 Ьов (а -^ 21)фб,301О299966 

0,0002172016 0,0002170930 

X 99950 X 100050 



21,73015 21,70929 21,70930 

— 0,01086 —21,72015 -н 0,01086 



21,70929 1,98914 21,72016 

Ь08 2т = Т,5 Ь08Я>=^ 

4-Ь08;^ФТ,7б142 Ьов(1_^^,)>^ 

1,98914 



1,240бвфЬо8 0,17400 
нецъ 

»^„< 1 — 0,1739 = 0,8261. 

авъ, если число парт1й ограничено 200000, то к]Ёроят- 
разорешя игрока М, каонталъ нотораго сосгавляеть 
сто отавокъ каждой парт1в, ве доствгаегь 
0,88. 



— на — 

Если увеличимъ затймъ п въ сто разъ, то число т умень- 
шится въ десять разъ и вм'Бсгб съ гёиъ уменьшатся, прибли- 
зительно, въ десять разъ и найденные нами пред'&лы разности 
1 — Уд ^ ; такъ что при 

п= 20000000 

вероятность разорен1Я того же игрока М будетъ довольно 

близка къ 

1 — 0,017 = 0,983, 

но меньше этого числа. 

Если же, увеличивая п въ сто разъ мы вм1&ст]^ съ тёмъ уве- 
личимъ капиталъ М въ десять разъ, то т останется безъ изм']^- 
нен1я и в'Ёроятность разорен1я игрока М по прежнему будетъ 
меньше 

0,83. 

Зам^тимъ, что в'1роятность разоренхя игрока М оставалась 

бы меньше -^ при всякомъ числе парт1й, если бы окончательный 

расчетъ былъ отложенъ до того момента, пока не будеть сы- 
грано это число парт1Й. 

Требоваше немедленной расплаты за каждую парпю прибли- 
жаетъ эту в']&роятность къ единице, такъ что при достаточно 
большомъ числ']^ партш разорен1е игрока М становится весьма 
в'1&роятнымъ. 

Скажемъ еще н'ёсколько словъ о тёхъ случаяхъ, когда 
каждая парт1я въ отд'^льности представляетъ игру не безобид- 
ную, при чемъ различимъ два предположешя: 

При р>^ отд^льньш парт1и невыгодны для Ж* и къ преж- 
нему заключен1ю можно добавить, что отсрочка окончательнаго 
расчета не устраняетъ большой вероятности разорешя М. 

При ^р < 2 отдельный парт1и выгодны для М и приведен*- 
ныя выше Формулы показываютъ, что вероятность разорен1Я 



_ 144 — 

игрока М всегда меньше ( — ] и можетъ быть сделана скодь 

угодно близкою къ(—] посредствомъ уведичешя капиталами 

числа дооускаемыхъ парт1й п. 

И зд']&сь сл'бдуетъ помнить, что разсматриваемая нами вели- 
чина в^^роятности разорен1я игрока М обусловлена требоваш- 
емъ немедленной расплаты за каждую партио; такъ какъ, согла- 
сно выводамъ 2' и 3' главъ, в'&роятность разорешя Жсд'блалась 
бы сколь угодно малою, если бы было назначено напередъ до- 
статочно большое число парт1Й и окончательный расчетъ былъ 
отложенъ до г1хъ [поръ, пока не будетъ сыграно это число 
парт1Й. 

§ 23. Задача в". Пусть 

будутъ п независимыхъ величинъ и пусть совокупность чиселъ 

представляетъ веб возможный, и при томъ равновозможныя, 
значен1я каждой изъ нихъ. 

Требуется найти в'1^роятность, что сумма 

б^А(&1ъ равна данному числу. 

Иьшенге. Полагая посл']&довательно 

п= 1, 2, 3, , 

приходимъ къ заключен1ю, что при любомъ значенхи п в'броят- 
ность равенства 

-2С, и- Х^ -*-...• -+- Х^ = а, 



гд'! а число данное, можетъ быть опред']^лена какъ коэФФИщентъ 
при 




въ разюженл выражевш 



по степеняиъ оровзво^ьнаго числа I. 
Съ другой стороны, ин1е1гь 



/ *-ч-<*-»-....-»-*"' \"_ ^1^ (1-<"'У* _ 
1. ш ) — т" (1-()" — 

==5 [1-«Гнн!^^--....] [1 ^п.^:^^^- 

Поэтому, обозначнвъ в^^роатность равенства 
Х,-1-Х,-ь... .н-Х„=а 
сиивоюиъ Р, , иожеиъ установить Формулу 

-р _ п(1.-1-1)....(» — 1) п «1(п-»-1)....(»~т-1) 
■^«~ 1. 2....(« — я) 1' 1. 2.... (« — и-м) 

, н(н-1) .>(я^1).... (»-2т-1) 
1.2 1.2 (я— -я — 2ж) 

которая представляеть удобное средство для вычислен1Я 2 
небольшвхъ значешяхъ «. 

Нетрудно также доказать равенство 

которое новволяетъ заи^^Е]ить число а. разностью п (т н- I 
и такииъ образонъ даетъ возиожиость уменьшить а, 

«>-V-^■ 

Наорнм^ръ, прн т = 6 и » = 3 находимъ 

2161\в=216Р,= 1, 216Р„ = 216Р.= 3, 
216Р„ = 216Р, = ^=6, 216Р„=216Р,= 2^ 



216Р„=216Р,==?^|^4^ = 21 



216Р„ = 216Р,„^ 



Для осущесга1ен!я этого прин^ 
квовенныя шестигранныя кости, е 
нумера 1, 2, 3, 4, 5, 6. 

Ё&1И такая три кости брошены 

озяачаютъ вуиера на верхнихъ и: 
воэиожнымя н арвтоиъ равново; 
для X, , такъ для X, и Х, , будутъ 

'. 2, 3, 4, 

Соотв'Бтственно этону найденнЕ 

^,- Р., Р..- 

представ1аютъ вероятности различ! 
нунеровъ, вскрывшихся на трехъ 
костяхъ. 

И1 



указываетъ ва одинаковую в^роятЕ 
сумма не превосходить 1 0, и ороти 
что она больше десяти. 

При бодьшихъ значен1яхъ п то' 
утоиитедьныхъ выкдадокъ и едва л 
шой иатересъ. 

Тогда возникаетъ вопросъ о ра 
ражеы1Й в'Ёроятности, оо возможно! 
точному. 

Предполагая большвмъ только I 



^Ч 
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в1;роятности отдйпныхъ значевЦ сунны 

Х,-+-Х,-+- -*-Х„ 

а вероятность, что эта суниа 1ежигь въ данныхъ пред 
ны иояеиъ обратиться къ общвиъ прибдиженньшъ вычвсл 
З** гдавы. 

Д|я прнк1нешя ихъ сд^Ьдуетъ найти иатенатичесшя < 
в1я первыгь и вторыхъ степеней разсыатриваеиыхъ вел 

Такъ какъ иатеыатическое ожидаше любой изъ велнч] 

^С,, Х^, , Х„ 

равно 

1-Н2+.. ..-♦-« т-^'^ 



а натенатвческое ошвдааю ея квадрата равно 

1'-.- 2^ -»-■ . . .-ь м* _ (от -ч- 1) (2т -«- 1) . 

ТО разность иенд; иатенатическинъ ожидашеиъ квадрат; 
величины и квадратоиъ ея иатеиатическаго ожидания 1 
днтся къ 

(я>-«-1)(2дч-1) _ /т-ь_1\а_ я'— 1 
в \ 2 ) 12 

н потону выводы Третьей главы даютъ для вероятности 
венствъ 

„•;|^_х|/;^<Х,-н^-н....-ь^<л!Н^-нт)/, 

приближенное выражен1е въ вид^ известнаго интеграла 

Ун ^0 

Воспользуемся частаыиъ орим^ронъ для указашя д] 
вывода того же приближеннаго выражеа1я вероятности, 
рыб иожно применить и въ общеиъ случае. 

И прежде всего заметинъ, что въ раэложен1и любой 
функц1и Р {^) по степеняиъ I коэФФИ1центъ при {* может! 
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предстаыенъ въ вид'б ннтегриа 

ибо 





С 


й(р = 2ч 


для любого ц'ккаго числа А, 


отличного 


Р^ = 


с- 

~ 2ж 


Ч1)9У=1(1. 

""(1-е»'' 


1 


■" ,("■-?-")< 


,.^(Д. 


. .(. 


4,^=т_ 


1 Г 

~ 21Г 


■к 


у— 1 /8Ш 


1 

я 

''о 


С08(»2^- 


-)^е 



Обращаясь къ приближенныиг вь] 



показательною функщею 



^ 
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на основанш соображений, указанныхъ въ 3** тв^, а за ве] 
пред']^ интегра1а воэьиеиъ со вн^о л. 

Мы по^^ииъ такинъ образоиъ прнблищешую Форнул; 
оо я*— 1 , 




Согласно этоиу вероятность веравенствъ 

»— 2 туя— ^<Х^н-Х,-ь....~|-^<п— ^ — нтум 

приближенно представятся суииою всбхъ прои8ведеа1й 



Д1Я которыхъ "х удовлетворяетъ неравенстваиъ 

— т<у <-*-1; 
н обращаегь выражеше 

въ ц^лое число. 

Всё члены указанной суииы содержать иножитель 

который равенъ разности каждыхъ двухъ сиешвыхъ значе! 
и будетъ сколь угодао иалъ при достаточно большихъ п. 

Заи^нивъ на этоиъ основанш суииу ивтегралоиъ, получ 
для в^роятвоств веравенствъ 

яи-1 ■»/ «и' — 1 ^^ лт -V -V ^ т-лЛ. . / 1 
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вреяшее арвблшенвое выражен1е 

§ 24. Въ заиючев1е Г1авы вер] 
аовторен!в везависниыхъ яспытанЦ 
во второй гдав^. 

Обоэначнвъ ЧЯС10 ясаытав1й бу1 
прк каждонъ изъ нихъ в^роятвос 
напив, что в'Броятвость появ1еа1я с 
этвхъ п испыташяхъ выражается в 

1. 2. 3 и 

1. 2 ....м- 1. 2... («- 

Поэтому в'Ёроатвость, что собьг 
трнваеныхъ п яспытанЫгь бох1е I 



1. 2.... ()-»-1) 1. 2... 


■ (п-)-1) 1. 2 


которая оряводятся 


къ ороизведеви 




1. 2.... п 


^ 1. 2.... 


(14-1) 1. 2.... 


на сумму 




в=1-4-^^ 


-1 р {«-!_ 
! 9 ' {1-^ 



Д1Н прнбдяжевнаго вычнсдевгя 
п, 1-*-! и п — I — 1 иожетъ туя 
став1яю1цая рядъ веравевствъ, изъ 
только два простбйтяхъ 

^<^1 ~У 2к (1-^1) (н-1-1) О 
И 

_1 1 



•1 



г 
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Обращаясь хъ суш!^ 5, мы покажеиъ теперь, что дх 
вычислешя можно съ усо^оиъ воспользоваться раздожев 
вь непрерывную дробь, которое вытскаегь какъ частный 
чай изъ Формулы Гаусса 

^{". Р, Т, ж) , Д» 



гд-Ь Р^а, р, ^, X) и ^(л, ^-*-1, у-»-1, ж) означаютъ и 
иометричеаае ряды 



'■ > .[.-4-11 р 0^-1) 

1. , 1- 2 Т(Г-Ы) 



а?-н , 



.(?-.-1) .(«-И)(Л-^1)(»-ь2| . 
1-(»-1-Ч 1. 2(,-И)(т-4-2) 



коэффнщевты же 



определяются равенстванн 



-_ '1т-й ._ №-и)(г-и-.) 

Т(Т-И) ' (г-^1)(т-^2) ' 

. (.-1)(Т-И-Р) д_ (»-^2)(т->2-.) 

■— (,-»2)(т-^3) ' "— (,-ь!)(,-н4) ' 



Относительно вывода формулы Гаусса, замЁтииъ, чтс 
выгекаеть вэъ слЁдующихъ простыхъ связей между различ 
гнпергеометрвчесвимн рядами; 

У(а, р-|-1,т-н1,а;)— У(а, р, т, а:)=<кГ((1-1-1, ?-»-1, -1-4- 

^^'((I-^-1, р-1-1, ^-^2, х) — Е(и, ^-^-1, ■)■-•- 1, : 

= ЬхР{я.-ь-1, Р-1-2, 7-<-3, X), 



-1-1, р-»-2, у-1-3, х) — Р{а-^ 
= схР{ач-2, рн-2, -у 

ТЦя пр1111^нен1я Формулы Гаусса 1г 
ывную дробь сд^дуеть положить 

а=— »-1-г-|-1, 3 = 0, -^ = 1 

уаеть иаиъ такое равенство 



юобще 



1п~к — 1) Р-^-к)р 

"((-*-2Ь— 1)(1-н2*)д' "*~(| 



. ^» = РГ 



1ы иы-Ёень зд^сь не безконечную, а 
>, посл'Ёдвинъ звенонъ которой будс 

1 

какъ с^_1 = 0. 

1етрудно также убедиться, что каж, 

[цы, если только 

1-1-2 4^^' 

иы И будемъ предоодагать въ д 
[оэтону, обозвачввъ для краткости е 



Г' 
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снивоюиъ ш^(, ии1(енъ 

О < со» < с^ 

и эатЁиъ можеиъ установить рядъ неравенствъ 



«<-!- 



Остается сопоставить пост1да1я неравенства съ тЫ] 
рыиъ удовдетворяетъ Р ■ который были указаны выш 
будеиъ ЕВ1^ть возношность образовать рядъ приближ 
значен1Й в^^роятности появлен1я собьтя Д въ разснатрЕ 
п испытан1й, бол^е I разъ, при ченъ о каждоиъ изъ эти: 
ближенныхъ эначешй будеиъ звать, оревосходнтъ лв < 
роятность или вааротив!) невьше ея. 

На основан!!! ткхъ же неравенствъ, аереставввъ р С1 
1гЁнввъ I на 7> — ^, иайдеиъ рядъ нрвближеяаыхъ эвачен! 
ятноств 110явлен1я собьтя Е, въ разсиатриваеиыя п исо 
мен^е ^ разъ, прв чеиъ о каждонъ изъ нолученныхъ на1 
блвасеввыхъ значен1й этой новой вероятности также будет 
превосходятъ лн оно в'Ьроятность вли меньше ея. 

Л но приблвженвыыъ величвнаиъ в^роятвоств во 
собьгпя Е бохЁе I разъ и в^роятноств ооявлешя событи: 
н*е Г разъ нетрудно, при 1'>(, получить в првблвжевау! 
чвну вероятности появлен1Я событ1я Е не бол^е I разъ и 
иЪе ^ разъ; такъ какъ сумма всЁхъ этвхъ трехъ в^роя^ 
должна составлять единвву. 

Для примера положииъ 



р = ^, 1 = ^. «=6520 



п. искать в^роятвость, что отаошеше чвсла пояыенИсо- 
В къ чвсду вспытан1й будетъ опнчаться оть т- нев'Ёе 

•й- 

аче сказать, будемъ искать вероятность, что собьгпе Е 
ся не богбе 4042 раэъ, а противоположное ей; собьте 
^ 2738 разъ. 

гласно только что сд^ишниоиу зам'Ёчатю, вычис1ен1е 
й в^^ятности сводится къ вычислен!» вероятности, что 
е Е появится бол^Ье 4042, и в-Ьроятностя, что оротиво- 
юе событ1е появится бол^е 2738 разъ. 
ращаясь къ вероятности, что собьте Е появится ботЁе 
разъ, иы должны подожить, въ вышеуказанныхъ Фориу- 
неравеаствахъ 

2? = 4' 9=т> п = 6520, г = 4042. 



р 1/ 3260 ^3912^ 



4043. 3477 \^4043^ ^2477/ 
1 1 1 

Н=е^ 



, 12. 6620 12. 4048 13. 2477 



едствоиъ догариФиическвхъ табдицъ находвиъ 

5 4043фЗ,6067037413 Ьщ 2608=#=3,4163075871 

е3912фЗ,5923988461 Ьо8 2477фЗ,3939260066 

143048952 0,0223815805 

Х4043 Х2477 



57,2195808 44,7631610 

5721958 8,9526322 

429147 1,5667106 

57.8346913 ^^^^^" 



—55,4391749 55,4391749 



рп=- 



2,3956164 -1ьое 3260ф1,756608( 
~ 1л8 4043ф1,8033519 —6,144406! 



4- Ь08 2477ф1,6969630 5,612202( 

I ЬОй« фО,2485749 Ьо? Я >-0,00003 

6,1444062 0,00004094<Р<0,0000' 
Съ другой стороны ивгйенъ 



" 4044 2 8088 ' 1 4044. 4046 2 32716960 ' 
2476. 4044 



4046. 4046 а ехеЗМб ■ 4049. 4047 27290! 
2476. 4045 3 Л 2 \ 7426 



''в 4047. 4048 2 V **>*'/ 8^96 

Я производя простыя вык^адки послйдоватедьво получает 

V< 0,9167, ^А_<__|21__< 0,01435, 

0,918 >(;,> .,>р^д >0,9047, 

0,0074 > 5^ > ^А_ > „-А. > 0,00626, 

«."З < 1;^ <".< 17^ <0,9131, 

Ч.86<да<«<ода15<".»; 
схбдовательно 

5Р<^^< 0,0004713, 
во 

Перехода къ вероятности, что собьте противопоюжЕ 
ооявнтсл бох^б 2738 разъ, иы должны положить 

р=^1 й = |-' п=: 6520, г = 2738. 



При такихъ звачен!яхъ р, $, п, I 

р ^ / 8260 / 260 

■^1 — У к. 2739. 8781 ^2781 

1 1_ 

СТ^д 12. 6620 12. 271 

И посредствоиъ догарифиическихъ та 
Ьо8 2739+3,4376920323 Ьс 
1юг2608+3,4163075871 Ьс 
212844462 
Х2739 
42,5688904 
14,8991116 
6385834 
1916000 
58,2980954 
—56,9291899 

2,8689065 
^-Ьов 2739=1,7187960 Т^°1 

■5-Ь08 3781=1,7888083 
-^ 1ов 71 =0,2486749 1,„д 

6,1260797 0,00( 

ВвгбстЬ еь тЬмъ им^еиъ 

3781 ^ 3781 , ( 

1 2740 * 8 4110 ' » 274С 

„ 8780. 2740 2^ 420 2740 . _ 

• 2741. 2742' 8 — 467*2741' ***• 



г=С 



ч 
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откуда посд^довательяо выводвиъ неравенства 

<^.<0,9175, ^А_ <__««_ <о,01« 
0,919>с,>»),>5^>0,9059, 

о.оо" > 5^ > т^г; > о7§п >о.»ов15, 

0.918 <1;ё75<".<1да1!<''.91". 

11.*9<5^5<8<5;^55<11,в9; 

сгЬдовательно 

5Р<^< 0,0005002, 
но 

5Р>^>0,000491. 

Итакъ вероятность, что въ разсматрнваеыыя на) 
всаытан1й собьте Е появится бол^е 4042 разъ, зак. 
нежду 

0,0004713 и 0,000465, 

а вероятность, что въ тЁже испытан1я собьте Е ноя! 
н^е 3782 разъ, заключается между 

0,0005002 и 0,000491. 

И потону вероятность, что собьте ^ появится въ! 
тан1я не иенее 3782 разъ и не бол^е 4042 разъ, 
между 

1 — 0,000972 = 0,999028 
и 

1 — 0,000956 = 0,999044. 



гл^ 



Пределы, иррапДо 
прерывный вели' 

§ 25. Не устанавлваа 
называть н^которыя событ1я 
подобно тому накъ касателы 
асенхеиъ секущей. 

Называя, на какихъ дяб( 
нынъ для ряда С0бЫТ1б 

в'1роятности которыхъ образу 

^1. Л,- 
мы ВИ'ЁСТЪ СЪ ГЁЫЪ опред']ЁЛ1 
пред'Ьлъ, къ которому стреми 
стан1в звачка п. 

Примеры оред^льныхъ с< 
задаче предыдущей главы. 

Но ыы НС станемъ возвр! 
просанъ, а займемся новыми I 



К 
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Прежде ч^иъ перейти къ частнъшъ вопросаиъ, занН^ 
что арн ве{1хъ обоб1цен1яхъ понят1я о вероятности к&къ о 
мы им^емъ въ виду сохранен1е теореиъ сдожен1я в умво: 
в-Ьроятвостей. 

Первый ивтересвыб при1г1ръ пред'1львыхъ событ1Й, н 
тороиъ иы остановвисл, доставить ванъ задача Чебышевд 
кое вазван1е иы првдаенъ сл'Ёдующей эадач-Ь, заииствов 
изъ лекц1Й Чебышева: 

Отгредгьлитъ впроятность несократимости ращона 
дроби, числитель и знаменатель которой написаны на уде 

Эта за11'Ёчателы]ая задача, подобно иногииъ другниъ, 
веть опред^ленвою в получить опред'^^енвое решев!е 1 
пос^^ ряда ус10в1й, выясвяющвхъ сиыс^ъ указав1я, что 1 
тель и знаиеватель дроби ваписавы на удачу. 

Приступая къвзсл'Ёдованш воставлевнаго вопроса, зай| 
свачала бол^ простынъ вопросомъ о сократимости в не с 
тиности дроби на данное число а. 

Относительво числителя дроби мы ножеиъ различить с 
чаевъ во величине остатка отъ обыкновевпаго д^лешя его 
ныевво возиожвыии величинами остатка будутъ 

О, 1, 2, о— 1. 

И въ силу указан1я, что числитель написанъ аа удач1 
будемъ считать веб этв а случаевъ раввовозможныив. 

Танъ какъ чвслятель д-блится ва а только въ одвомт 
уставовлеввыхъ вами случаевъ, то вероятность д-блимост: 
ва а выразится дробью — - 

На подобаыхъ же освовав1яхъ вероятность делвиост! 
иенателя дроби на а будетъ также равва — • 

Следовательво вероятность, что дробь иожво сократит] 
выразится произведен1еыъ 



и потону вероятность, что СОК] 

представнтся разностью 

1 — 

Дал^е важно установить, ' 
дроби ва а сохраваетъ величнн; 

1- 

и въ тоиъ о^ча^, когда твЬт 
кое либо число Ъ простое съ а 
возиожныии остаткаш отъ д 
дроби на а будугь по прежнем; 

О, 1, 2,. 

Установивъ это, возьиеиъ р 
чиселъ 

а, = 2, 0,^3, а, = 5 
и назовеиъ собьтенъ Д, несо! 



В^Ьроятность такого событ! 
теоремы унпожен1н вероятное! 

Разсматривая наконецъ ае< 
нее собьте для ряда событ1Й 

Е„ Е,,.. 

выразииъ &1Броятность этой нв! 
изведешеиъ 



Ч 



г^- 
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которое равно 






г ' 



какъ мы сейчасъ покажемъ. 

Для доказательства, что подученное нами безконечное про- 
изведете равно -:^^ обозначимъ его буквою Р и разсмотримъ -р. 

Прим1^яя къ каждой изъ дробей 






-* 



изв'бстную Формулу 



1 — х 



= 1-+-а?-+-^г' 



получаемъ 

р 
гд'! подъ 



2^ 8*** б*^' 



• • • • 



= Е 



(2^8»*5^...)*' 



^> и*» ^> • • • • 5 



мы подразум^ваемъ каждое изъ чисел» 

\)у 1 у ^) О^ • • • • 

Каждое произведенхе 

равно ц'кюму числу; съ другой стороны изв'ёстно, что вс^ ц*)^- 
лыя числа можно представить подобными произведен1ями и что 
каждому целому числу соотв^&тствуетъ только одна система чи- 
селъ 

^? [^) ^? • • • • ? 



при которой произведете 



24^ Ь\... 



равно этому числу. 



И 



.11 

Л'; 



■*^ 



Поэтому полученная вайя сумма 
2- 



'(2^8»' 6*... 

приводится къ известной суни^ 

,111: 

равной 



Итакъ, 00 вышепркведенвыиъ С| 
несократииостя ращовадьноб дроби, 
которой написаны на удачу, выраз 
сдоиъ 



Несократимость ращональной д] 
тривать какъ нред-1льное событ1е дд1 

<, Е^ , 1 

гд'Ъ Е', означаетъ несократимость 
знаменатель которой взяты на удачу 

1, 2, 3,... 

Не останавливаясь на этомъ нов< 
И']^тимъ, что оно не изи'Ьвитъ найден 
ноств 

_в_ 
я* ' 

если вЪроятность событ1я Е^ мы ве 



гд'1 т означаегь число несократимы: 
менателн которыхъ взяты изъ совок 

1, 2, 3,, . . 



-\ 
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Другой прянЁръ прел'Ьпвыхъ событЦ доставить наиъ с 
дующая задача. 

Прямая литя ЛВ раздллена точкою О на дть опредлл 
ныя части. 

Затгьмъ та же прямая раздллена на три части дв% 
точками Р и ^, иа которыхъ первая постаелена, на удачу, 
АС, а вт^юя поставлена, также на удачу, на СВ. 

'л Р С Я 

Тр^ется опредллить льроятмоетпь, что 

АР, рд, дв 

могутъ быть сторонами одного трехугольника. 

Иначе сказать, требуется опредтьлить етьроятность, ч 
каждая изъ трехг длинъ 

АР, РЯ, ЯВ 

меньше суммы двухъ о<тамныхь. 

Чтобы придать ооставленноиу воаросу определенный сныс. 
преасде всего поюжимъ, что пряная АВ разд'Ыева на 2п р| 
иыхъ частей, общ}'ю длину которыхъ обозвачвнъ буквою с. 

Пусть ВМЕСТЕ съ тЬнъ ц'Ьльш числа к ш I опред'бляются ] 
равенствани 

2йе<Л(7<{2й-ь1)е 

{21—\)1<ВС<2и, 
такъ что 

(2й-1- 21—\)1<АВ= 2яе < {2к-*-21-^ 1) е 

и потому 

к-*-1 = п. 

Ограничииъ теперь положеше точекъ Р и ^ услов1бнъ, < 
он'Ь не могутъ совпадать съ другими точками прямой АВ кро 



_ 164 — 

>, который кЬлятъ эту пряную на 2п равеыхъ частей, ор1 

I идя устранен1я 1вшннхъ разсуждешй есклкпшъ ■ точву 

ъ совокуовоств воэношныхъ по^ожешй точп Р. 

При таких-ь ус10В1ЯХЬ для АР возможны только сд1&дую11ия 

ев1я 

О, ь, 2е, , 2Ь, 

9 В^ возыояшы только сл^дуюцця значены 
О, (, 2е, , (21—1)1. 

Соединяя каацое возможное значен1е АР съ каждыиъ воз- 
аынъ звачешевгь В^, получаеиъ 

(2кч-1).21 

аевъ, которые иы буденъ счжтать не только единственно 
ожвыии, но и равновозиожнынв. 
Переходя къ счету г§хъ случаевъ, когда 

АР, рд, дв 

'тъ быть сторонами одного трехугольника, для онред'Ьлев- 
и ноложвиъ 

АС<СВ. 

Случаи, къ счету которыхъ мы переходимъ, определяются 
,венствами 

АР<рв, рдкАр^вд, АЯ>вд. 

Первое взъ этихъ неравенствъ выполняется при вс^ъ воз- 
ныхъ ноложен1Яхъ точки Р, такъ какъ 

АР<АС<СВ<РВ, 

тальныя два приведутся къ сл^дующимъ 

х-*-уУ>' п = к-*-1, п>-у, 
: ноложииъ 

АР=хг, Вд = уь. 



Совокуаноста шг1хъ случасвъ, удовдетаоряющвхъ вт 
услов1Я1гь, нетрулно расположить въ таблицу 



«=а 


«в8 


09 = 4 




» = п 


у=п~1 


у=п— 1 


}=«-3 




У=«-1 
»=я— 2 












у=»— 2*- 



Отсюда ввдво, что общее число разснатриваеиыхъ ваий 
перь сдучаевъ равно ' 

1ч_2ч-3н- ч-(2й — 1) = 4(2й — I). 

Разд'к1ивъ это число на общее число доаусваеныхъ в 
случаевъ 

ваходииъ, тто при сд-бдаваыхъ ваий предположен1яхъ В'Ьро 
весть втаножаоств составить иэъ 

АР, р^, яв 

трехугольвЕнъ выражается дробью 

*(2^— 1) 

Нанонецъ для устранев1в ограничев1й, въ силу которь 
точки Рж ^ иогуть совпадать только съ опред'Ьлеввыин точк: 
отр^ковъ АОъ СБ, стапенъ увеличивать п безоред^^ьво. 

Такъ иакъ при без^ред^льноиъ возрастан1и числа п дроб 

к (И— 1) 
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Блнжается къ оред-Ё1у 

_1_ лс 
2 ВС' 

на освован1й вышеязложеиныхъ соображев1й иы иожеиъ 
аять 

2 ВС 

1СК0и;ю вероятность, что 

АР, рд, дв 

ргь быть стороваия одного трехугольника. 

Надо однако иоиыить, что для искоиоб в^ронтностн иы иогдн 

вм'Ьсто 

_1_ лс 
2 ВС 

гчить совершенно ввыя величины, если бы заи'Ьни1и другими 
)торыя язъ аредпо10жен1й, введеывыхъ наии въ р^01ен1е 
1ЧВ, во не высказанныхъ при ея постановке. 
Къ таквмъ предноложенЫнъ, обусловливающииъ ыашъ вы- 
ь, врвнадлежЕтъ, вапрвм'бръ, равновозможвость уставовден- 
ъ наии {2к-+-1) 22 случаевъ. 

Подобаыиъ обраэонъ можно было бы разснотр^ть разно- 
Е1зные частные вопросы; но такой разборъ отд'к1ьныхъ во- 
:овъ былъ бы слишкоиъ долгимъ и не доставилъ бы наиъ 
зд-|1енныхъ оравилъ для р'^шеыхя другихъ волросовъ въ виду 
), что оаъ требуетъ особыхъ соображев1й для каждаго част- 
) случая изаставляетъ кром-Ь искомой в-Ьроятыостя вычислять 
г^я в-Ёроятноств, для которыхъ искомая служить аред'1ломъ. 
Для сокращеы1я выводовъ и для сообщен1я ииъ ббльшей 
зсти и опред'Ёленности, вонногнхъ случаяхъ, можно съусп^- 
ь воспользоваться расширен1еиъвонят1я о вероятности, тбмъ 
и займемся въ следующахъ параграФахъ. 
Зам^тинъ, что разобранный сейчасъ вонросъ о возможности 
1зовать трехугольникъ принадлежать къ числу иногихъ слу- 
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чаевъ, о которыхъ будетъ идти р'Ьчь; а задачу Чебышева и ей 
подобный нельзя причислять къ нимъ. 

§ 26. Подожииъ, что совокупность возиожныхъ значешй X 
состоитъ не изъ конечнаго числа разлчныхъ чисехь, а изъ всЬхъ 
чиселъ, лежащихъ между даннышг пределами 

А я В. 

Положимъ дал^е, что о вероятности отд^льныхъ значен1й 
X н^тъ уже р]&чи и вместо того возникаетъ вопросъ о в']&ро- 
ятности, что X лежитъ въ какомъ ннбудь данномъ промежутк'Ь. 

Въ этомъ случа^]^, уподобляя вероятность массб и вводя по- 
цят1е о плотности вероятности, аналогичное понятш о плот- 
ности массы, мы будемъ вероятность каждой изъ четырехъ си- 
стемъ неравенствъ 

1) а<х<Ь, 2) а<х<Ъ, 3) а<х<Ь, 4) а<х<Ъ 

выражать однимъ и г&мъ же интеграломъ 

Г 1'{х)ах (12). 

Функцш {(х\ которая стоить подъ знакомъ интеграла, мы 
назовемъ плотностью вероятности и будемъ устанавливать, въ 
каждомъ частномъ случае, более или менее произвольно, соблю- 
дая следуюпця услов1я: 

1) Аа;)>0 при А<х<В, 

2) {{х) = О при X <^Л и при а; > Б, 

.в 

3) I ({х)йх= 1. 

Первое изъ этихъ трехъ услов1й вызывается темъ сообра- 
жен1емъ, что вероятность должна оставаться всегда числомъпо- 
ложительнымъ, или нулемъ; а второе и третье темъ, что X, по 
предположенш, лежитъ между А т Б и не можетъ иметь зна- 
чен1й, выходящихъ изъ этихъ пределовъ. 
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ПросгЁйшее предп(иощев1е о Фу! 
новевао будеиъ д^^ать, выражается 

({х) 1= пост, ври А 

прЕ ченъ постоянное значение ({х) \ 

1 

в— л* 

ВЪ сиу УС10В1Я 

\^ Г{^)^ = 
'а 

При такоиъ предпо^ожев^и, Д1я 
пронежутковъ, заиючающихся иежд 
X 1ежитъ ВЪ этихъ нроыежуткахъ, 
слаии, и соответственно этому можно 
выя звачен1я X вредставляются наи1 

Другое эаи'Ёчательное предполоя 
току случаю, когда иалыиъ величин! 
чительно большую вероятность чЫъ 
возножвынъ ограничить эначев1Я X 
ныиъ проиежуткоиъ. 

Это второе 1]редооложен!е, часто 
равенстванв 

Л= — оо, В = 

где Сш к числа постоянный, которые 
должны быть связаны ураваешемъ 

уЧс 

такъ какъ 



'^ 
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Распшрнвъ тагаиъ образомъ понят1е о вйроятностк, мы 
виЪст^ съ тЬшъ распшрииъ и поштпе о матеиатическомъ ожи^ 
данш. 

Именно, математическими ожидашями 

X, X», х«, 

мы назовемъ соответственно интегралы 

г^ г^ г^ 

Г х^{х) йа?, Г х^ ((х) Лх^ I <х^({х)Лх.. , . . 

^л ^л ^л 

и вообще иатематическимъ ожидан1емъ 9 (X) мы назовемъ ин- 
тегралъ 

\ ф{х)Пх)(1х (13). 

Наприм^рЪу при 

математическое ожидан1е X равно 

'^ хеке в-*- л 



с хеке 

] ^ В-'Л — 



я?« ах Л^-^АВч-В^ 



а математическое ожидаше X' равно 

г" _ 

}^^ л-в 8 ' 

есл же 

^ у тс ' 

то математическое ожидаше X равно нулю, а математическое 
ожидаше X' равно 

к Г"*'°° —к^х2 . , 1 



Разсматривая дв'6 или несколько величинъ подобныхъ X, 
мы прежде всего выд'блимъ случай независимыхъ величинъ, какъ 
прост^йпий. 



г 



I 



1^^ 



I» 

^- 

I двухъ чиседъ 

1^ 



< < 
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ДеЬ ведганы X ш Ту возиожныя значешя которыхъ со- 
стоять шэъ всЬхъ чисагь, лежащигь въ данныхъ предЪшхъ, мы 
называекъ независимыми другъ отъ друга, есл Д1я любыхъ 



а, Ъ 



|: и для двухъ другихъ любыхъ чвсехь 

^. С, д 

^ мы можемъ выразить вероятность неравенствъ 



а<Х<Ь 
интеграломъ 



а вероятность неравенствъ 

с<Г<д 
интеградомъ 

1^ Гг (у) ^У, 
•'с 

где /*(а;) сохраняетъ одинаковую величину , какъ ори неизвест- 

ноиъ значенш Ту такъ и при всякомъ данномъ значенш Т, а 

А (у) сохраняетъ одинаковую величину, какъ при неизвестномъ 

значенш Ху такъ и при всякомъ данномъ значенш X. 

Для такихъ величинъ X и Т мы можемъ вероятность вы- 

полнен1я неравенствъ 

а<Х<Ь 

вместе съ неравенствами 

с<Т<д 

представить двукратнымъ интеграломъ 

I \ т глу)^^лу = ( т лх ( гм ^у> 

сохраняя теорему умножен1я вероятностей. 



1 



и вообще ннтегралъ 

расоространевныб ва в(гЬ эвачен1я х ш у, который , 
ряють тЁиъ Еди друганъ веравенстванъ, будетъ вь 
васъ в'йроятность, что X и 7 удовдетворяютъ подобнь 
равенстванъ. 

Ес1Н же ны не ваходиыъ возыожвынъ разсиатри 
нвбудь велнчввы Хп 7 какъ незавасииыя; то в'Ьроя! 
X и Г удовлетворяютъ опредФленвыиъ аерявевсгван' 
деиъ выражать двукратныиъ ивтеграюиъ 

\ ^ 1^{х,у)<1хАу 

распространенньшъ на звачеи1я х в у, которыя удов11 
таквнъ же неравевстваиъ. 

Прн этоиъ Функщю 9 {х, у), двужъ чвседъ х е у, 
веиъ также влотностью в^роятвоств н будеиъ устава 
божЬл иди иен1е произвольво, ваблюдая одвако, что( 
оолучала отрвцательвыхъ звачевхй и чтобы нвтеграгь 

^ ^<^{х,у)<1х(1у 

првводвлся къ едввиц-Ё, при расоространеаш его ва 8( 
ныя зяачев1я хшу. 

Простейшее предаоложевхе о фувкщв 1р (х, у) со 
тоиъ, что ова сохравяетъ постояввую величвву для : 
в у, удовлетворяющвхъ извествыиъ веравевстванъ 
щается въ вуль для орочвхъ звачев1Й х а у. 

При такоиъ □ред[1оложен1и, обращаясь къ геомет 
соображев1янъ и разсиатривая X я У какъ обыквов 
ордвваты точкв на влоскоств, иы легко приходимъ к' 
щену заключев1ю. 

Если ^ {х, у) ны разсыатрнваеыъ какъ Фувкц1ю к 
хшу раэлвчныхъ точекъ влоскоств, и если 5 озвача 
чиву всей площади, внутрв которой ^ (^, у) сохраняет 
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ное значен1е, отличное отъ нуля, а 8 означаетъ величину какой- 
нибудь площади, составляющей часть первой; то отношеше 

8 

выразить величину вероятности, что точка, определяемая ко- 
ординатами X я Т^ лежить внутри последней площади, вели- 
чина которой равна 8. 

Расширенш понят1я о вероятности соотв^тствуеть и расши- 
реше понят1я о математическомъ ожндаши; именно, математи- 
ческимъ ожидан1емъ ф (Ху у) мы назовемъ интегралъ 

//Ф(л^, у) <({х,у)ахау (15), 

распространенный на век значен1я х я у. 

Сказанное нами о двухъ величинахъ X и Г легко распро- 
странить на любое число подобныхъ величинъ, на чемъ мы не 
считаемъ нужнымъ останавливаться. 

Приложимъ указанныя нами основан1Я къ ряду задачъ, на- 
чиная съ той, которую мы разсматривали, въ предыдущемъ па- 
раграФ^, на другихъ основан1яхъ. 

§ 27. Задача 1^. Прямая лин1Я АВ разделена точкою С на 
две определенный части. 

Затемъ тоже прямая разделена на три части двумя точками 
Рв ^^ изъ которыхъ первая поставлена, на удачу, на АС, а 
вторая поставлена, также на удачу, на СВ. 




С Я 



В 



Требуется определить вероятность, что 

АР, ря, дв 

могутъ быть сторонами одного трехугольника. 

Ртиенге. Обращаясь къ геометрическимъ соображен1ямъ 
будемъ разсматривать длины АР и ВЯ какъ обыкновенный пря- 
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иолЕнейвыя пряноугольныя коордннаты 

X, Г 

некоторой точки М ва москости. 
На орвложевнонъ чертеже 

01) ^ЛС, ОЕ=СВ>ЛС, 

Ов = ОК = ^ 

ог±ох, вн\\:ЕР\]ох, 
вы\\ог. 

Разсыатриваеная точка М 
во вс^хъ иучаяхъ ^ежитъ вну- 
три вряноугольника ОЕРВ. 

Въ тЬхъ же случаяхъ, когда 

АР, рд, дв 



могутъ быть сторонанн одного трехугольника, координаты 1 
М должны удовлетворять неравенствамъ 



I 

\ 

О К 



Х<^, Г<^ 



-Г>^ 



при выполнен1и которыхъ точка Ж лежитъ внутри трехуголь 
Поэтому искоиая вероятность, что 

АР, рд, дв 

иогутъ быть сторонами одного трехугольника выразится о 
шен1е11ъ площади трехугольника ОШ къ площади пряиоу! 
нава ОЕРВ, если только мы буденъ считать вс^ нолоа 
точки М внутри прямоугольника ОЕРВ равновозиожными, 
буденъ считать «р {х, у) числоыъ постоянныиъ внутри пря 
гольника ОЕРВ. * 

Замечая ваконецг, что отаошен1е площади трехуголь 



вШ къ площади пряноугол 



прнходниъ къ тоиу же выра 
рое быю выведено раяьше д 

При другихъ аредподож( 
демъ, конечно, къ вяыиъ ВЫ1 

Наприы'Ьръ, есл1 плотн 
аоложев1Й точки М будеиъ с 
ДСН1Ю координвтъ ея, то разе 
разится отношен1е1гь ивтегре 



■^х = •'у 

а 



о *"! 

гд'Ь буквой а иы обозначили 
Такъ какъ 



■^1 = -'у^ 



хуйуё1х= 

Г Г 



то ври новомъ предподоженш 
оказывается равною 



I потому отличается отъ пол^ 



% 
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Въ частноиъ С1уча-Ё, когда 

вйроятвость, что 

АР, Щ ЯВ 

ногуть быть сторонаиЕ одного трехуг№1ьн1ка, равва -2- 
первонъ предо(Х10кев!Е ■ -^ при второвгь. 

Задача 2. На пряной 1ив1И АВ поставлены на удачу 
точки, 18ъ которыхъ блгжайшую къ А мы обозначит» букве 
а блжайшую къ В обозначииъ буквою ^. 



АР Я В 

Требуется опред'к1нть в'Ьроятвость, что 

АР, РЯ, ЯВ 

ыогутъ быть сторонаии одного трехугольника. 
Рлшенге. Раэсиатривая во прежвеиу 

АР и ЯВ 

какъ обыкновенаыя коордянаты 

X, У 

некоторой точки ва плоскости, вкЬенъ 

Х>0, Г>0, Х-^У<АВ. 

Отсюда сл-Ьдуетъ, чтоточка Жлежнгьввутритрехуголы 
ЕОР огравиченнаго осями координать ОХ, ОТ и пряною 
которая отсЬкаетъ отъ координатвыхъ осей отрезки 

ОЕ, ОР 
равные АВ. 

Для всЬхъ положен!й точки М, внутри трехугольника ^ 
ыы будеиъ считать плотность в^роятаоств одинаковою, ] 
отв^тствевно этому скаясенъ, что вс^ случав д-Ёлев1я прямо! 




точнаин Р и ^, на тр1 часта оредставжяются ванъ равво- 

!СВЬШЯ. 




1Е такихъ ;иов1Яхъ разыскан1е искоиой В'Ёроятности сво- 
къ вычниев1ю величины площади, внутри которой лешитъ 
М въ гЁхъ и только въ тЬхъ случаягь, когда 

лр, рд а дв 

> бьпъ сторонаии одного трехугольника: отношеше этой 

(И къ площади трехугольника Ж)2'' выразить нскоиую в^!- 

сть. 

I другой стороны иы знаеиъ, что 

АР=х, рд=лв~х~г, дв=т 

. быть сторонаив одного трехугольника тогда и тольео 
когда 

1и выаолнен1и этихъ неравенствъ точка Ж лежнтъ внутр! 
ольника НеК, ограняченнаго пряиыни ВО, вК, НЕ, 
ш соединяютъ средины праныхъ ОЕ, ЕЕ и ОЕ; и обратно 
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Д1Я всЁхъ положешй точен М внутри трех}т01ьвнка НОК 



Отсюда уже нетрудно заыючить, что исковая вЬроятн 

выражается отвошен1енъ 

ьнак 

которое равно -^ ■ 

Иташ., есл вей случав дФлешя пряной АВ на ^ри час1 

АР, ря, дв 

иы орвзнаенъ раввовозможныни, въ объясненноиъ выше < 
слй; то в']^роятвость, что изъ атнхъ трехъ частей иожно о 
зовать трехугольввкъ, равна -г • 

§ 28. Задача 3" (Еюффот). 

На плоскость, покрытую рядоиъпара»ельвыхъполосъ о 
и той-же шврнны %, брошена на удачу безконечво тонкая I 
длина которой I мевьше ширвны полосъ Н. 

Найти в^роятвость, что эта игла не попостится вся въ о 
полосе, а пересЁчеть одву изъ пряиыхъ, отдОляющихъ 
сиешаыя полосы. 

Р^ьшенге. 

Разсиатривая различныл возножвыя подожев1я вгле 
плоскости, назовеиъ буквою х разстоян1е средины иглы до 
жайшей изъ параллельныхъ пряиыхъ, образуюшихъ выше 
нянутыя полосы; а буквою (^ назовеиъ вавменьшш изъ угл 
которые образуетъ вгла съ перпендикуляроиъ къ направл 
полосъ. 

БсЁ возножвыя значен1а х заключаются между О и -т- А 
будеиъ считать ихъ равновозможвыии. 

Точно также ыы будеиъ считать равновозножныни и 
воэыожньш зваченхя ф, который заключаются иежду О и -|^ • 

Зат1иъ для большей ваглядвости выводовъ возьиенъ 
извольвую длаву за едввйцу нОры и буденъ разсиатрввать 
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обыЕновениыя прямолнейныя пршоупиьныя координаты 
рой точки М плоскости. 



СК=х 
АО=ОВ = - 




ъ чертежа видно, что игла не пон^Ёщается внутри одной 
[ въ гбхъ и только тЬхъ елучаяхъ, когда 

1<4 Сов9- 



0И=^ 
00= ^ 



^ 


I 


г-~^ 


К^ 


г- 



вращаясь ко второиу чертежу, заи-1чаенъ, что положеша 
ЛГ, соотв^тств7ющ1я тол>ко что увазанньшъ случаяиь, 
ются отъ остапныть воаиожныхъ ея положешй вравою 
< ЕКВ6, которая опред'Ьдяется травяевхеиъ 



г С08 9 , 



г*^1 



,г -^Э 



179 



и заполняютъ площадь ОЕКРОО^ ограниченную осями коорди- 
нать н кривою ЕКРО. 

Следовательно, при сд'Ьланныхъ предположен1яхъ, искомая 
вероятность, что игла не поместится въ одной полосе выра- 
зится отношешемъ площади ОЕКРвО къ площади прямоуголь- 
никъ ОШО, которое равно 



1 



1С 

2 г 

-^ Сое 9 Дф 



2 



1С 

2" 



21_ 
Ни 



Эта замечательная задача поставлена Бюффономъ какъ пер- 
вый примеръ исчислешя вероятностей, требующхй геометриче- 
скихъ соображен1й. 

Краткое указан1е на неё можно найти въ Н18(о1ге де ГАса- 
дёпие Воуа1е дев 8с1епсе8, за 1783 годъ; а ея решеше, соглас- 
ное съ выше приведеннымъ, дано въ сочинеши БюФФОна оЕвза! 
д'апАтёНдие тога1е», которое появилось въ 1777 году какъ 
добавлеше къ естественной исторш БюФФона. 

По поводу задачи БюФФОна можно упомянуть о Идорихскомъ 
профессоре астрономе Р« БольФе, который въ течеше лшогихъ 
летъ производилъ рядъ опытовъ для выяснен1Я вопроса о при- 
ложимости выводовъ исчислен1я вероятности къ действитель- 
ности, на основанш теоремы Бернулли. 

Мы приведемъ результаты только тёхъ опытовъ Р. ВольФа, 
которые относятся къ задаче БюФФОна. 

Въ опьггахъ Р. ВольФа ширина полосъ была 45 миллиме- 
тровъ, а длина бросаемой иглы 3 6 миллиметровъ, и потому ве- 
роятность не помещешя иглы въ одной полосе, на основанш 
Формулы БюФФОна, выражалась числомъ 



72 
451С 



ф 0,5093 



Игла была брошена на плоскость 5000 разъ, при чемъ 2468 
разъ она поместилась вся внутри одной полосы, а 2532 раза от- 

12* 






- / 






ли 






' «^5 



& 
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г.: 



^' 



•!-? 

Ч' ' 






части въ одной отчасти въ другой полосе; такъ что отвошен1е 
чис^а бросан1й, при которыхъ игла не пом^стиась внутри одной 
поюсЫу къ числу вс&съ бросанхй равно 

^=0,5064 

И довольно близко подходить къ указанной выше вероятности 
непои'Ьщетя иглы въ одной полосе. 

Въ этонъ результате можно усмотреть н^&которое подтверж- 
дете теоремы Бернулли опытомъ. 

Интересно заи'Ётить, что результатоиъ опытовъ Р. Вояьфв 
можно был9бы воспользоваться и для вычислен1Я числа 1с; стоить 
ТОЛЬКО) на основан1и теоремы Бернулли, допустить приближен- 
ное равенство 

72 ,2632 
45« ^ 6000 ' 

Такимъ образомъ находимъ для 1с величину 

0| х 0«/ • • • • у 

которая отличается отъ истинной мен^е ч^мъ на 

0,02. 

§ 29. Задача 4^. (Обобщенье задачи БюФФОна). 

На плоскость, покрытую по прежнему рядомъ параллель- 
ныхъ полосъ одной и той же ширины Ъ^ брошена на удачу пло- 
щадка, ограниченная вьшуклымъ контуровгь и настолько малая, 
что ни въ какомъ случа'Ь она не можетъ лечь сразу въ трехъ 
полосахъ, а должна пом']^ститься вся въ одной полосЬ, или от- 
части въ одной отчасти въ другой полос*. 

Найти вероятность, что эта площадка не поместится вся въ 
одной полосе. 

Ргыиенге. Начнемъ съ предположешя, что площадка, бро- 
шенная да плоскость, ограничена вьшуклымъ многоугольникомъ 
и для определенности остановимся на случае пятиугольника. 

Стороны этого пятиугольника мы отличимъ другъ отъ друга 
буквами 

а, &, с, д^ е, 
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которыми будешэ обозначать соотв^тственньшъ образомъ к 
длгаы сторонъ. 

Затйиъ, чтобы привести новую задачу къ прежней, 8а]г1- 
тимЪу что во всЬгь сдучаяхъ, когда площадка не повгЬстится 
внутри одной полосы, дв% стороны контура будуть перескочены 
одною изъ прямыхъ, разграничивающихъ полосы. 

На основати этого завгбчанхя мы разобьемъ собыпе, веро- 
ятность котораго требуется найти, на 10 видовъ 

аЬ, щ ад^ ае, бс, Ъд, Ъе^ сд^ сву де: 

видъ аЬ состоитъ въ перес'1чен1и сторонъ авЪ одною изъ пря- 
мыхъ, разграничивающихъ полосы; видъ ас состоитъ въ пере- 
с1чен1И сторонъ а и с одною изъ тЬхъ же прямыхъ и т. д. 

Указанные 10 видовъ мы будемъ разсматривать какъ не- 
совм^^ные, приписывая вероятность нуль вс1мъ случаямъ, 
когда одна изъ вершинъ пятиугольника лежитъ, какъ разъ, на 
границе двухъ полосъ. 

Обозначивъ вероятности событ1й 

оЬ, ос, аду аСу Ъс^ Ъду бе, с<?, се, де 
символами 

{аЪ), (ас), (ад), (ое), (Ьс), (М), , 

а искомую вероятность, что площадка ляжетъ отчасти въ одной 
отчасти въ другой полосе, буквою Р, мы на основанш теоремы 
сложешя вероятностей установимъ равенство 

Р=(а&)-1-(ас)-1-(ад)-1-(ае)н-(Ьс)-1-(Ьд) н- фе) -ь {сд)-^{се) -^(де). 
Въ силу той же теоремы сложен1я вероятностей имеемъ 

(а) = (аЬ)-1-(ас)-1-(а(?)^(ае), 

{Ъ)=(аЪ)ч-{Ъс)-^{Ьд)-^{Ъе1 
(с)=(ас)-ь(Ье)-1-(с(?)^(се), 
{д) = {ад)-^фд)^{сд)чг^{де), 









* ' 4./ ■ ^ ■ > 



•,*7 *-^ 
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ч-^Ч 



^11 ■■ 



^ 
V 



.••V 




К*. 



гд'Ё (а) означаетъ вероятность, что сторона а пройдетъ взъ одной 
полосы въ другую, (Ь) означаетъ подобную же вероятность для 
второны 6 и т. д. 

ПосхЬдн1Я вероятности на основашн выше указаннаго р^- 
шен1я задачи БюФФОна определяются равенстваии 

■ («)=г.' (»)=г.' («)=?.■ 

Изъ вышеприведенныхъ равенствъ находииъ, что сумма 



равна какъ числу 



{а)^ф)^{с)^{д)^{е) 



2(а-#-Ь-#-с-1-д-4-в) 



Ак 



такъ и удвоенной сумме 



{аЬ) -4- {ас) -*- {ад) -+- {ае) -*- (Ьс) -*- (М)-1-(Ьв)-1-(сд)-ь(сб) ^(де), 



которая выражаетъ искомую вероятность Р. 
Следовательно 

ор__ 2(Д-»-Ь-ьс-1-а-к) 

И потому искомая вероятность Р равна отношенхю 

длины контура къ произведешю ширины полосъ на число тс. 

И не трудно понять, что этотъ выводъ относится не только 
къ пятиугольнику, но и къ любому выпуклому, достаточно ма- 
лому, многоугольнику. 

А затЁмъ, по способу пределовъ, можно распространить 
тотъ же выводъ и на криволинейные контуры. 

Итакъ искомая нами вероятность, что брошенная площадка 
не поместится вся внутри одной полосы, выражается отноше- 
шемъ длины контура площадки къ произведен1ю ширины полосъ 
на число 1г. 



I 
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§ 30. Задана 8^. 

На пдоскостЬу покрытую сйтью равяыхъ трехуголниковъ^ 
брошена безконечно тонкая игла, дяна которой I меньше каж- 
дой изъ высотъ трехугодьниковъ. Найти вг]^роятность, что эта 
игла поиг1стится вся внутри одного трехугольника. 

Рпшенге. Пусть ЛВС будетъ тотъ изъ трехугохьниковъ 

с^тИ; внутрь котораго попала средина иглы; величины угловъ 

его обозначииъ буквами 

Л, В, С 

а величины сторонъ мальши буквами 

а, &| с. 

Вс^ положешя средины иглы будемъ считать равновоз- 
можными при всякомъ направленш иглы. 

Предполагая затЁмъ^ что игла им'Ьетъ какое нибудь данное 
направлеше, проведемъ черезъ вершины трехугольника АВС^ 
параллельно направлен1ю иглы, пряиыя 

ЬАЪ\ МВМ, NСN\ 

который въ точкахъ А^ В, С д'блятся пополамъ и им&отъ туже 
длину {, какъ и игла. 

Если концы этихъ прямыхъ соединить надлежащимъ обра- 
зомъ прямыми параллельными сторонамъ трехугольника АВС^ 
то получится внутри трехугольника АВС другой трехугольникъ 
А^В^С/^ отд'к1яюпцй для даннаго направлешя иглы тЬ поло- 
жетя средины ея, при которыхъ она лежитъ вся внутри АВС^ 
отъ остальныхъ возможныхъ положешй средины иглы; такъ 
что въ тЁхъ случаяхъ, когда игла им'Ёетъ разсматриваемое на- 
правлеше, средина ея должна лежать внутри А'В^(/ для того, 
чтобы вся игла пом']&щалась внутри АВС. 

Построеше трехугольника А'Ви видно изъ чертежей. 

Изъ этихъ чертежей видно также, что направлеше иглы 
можно опред'1лять угломъ 
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который въ случа'Ё перваго чертежа дежигь' меакду О и Л, въ 
сжуча/и втораго чертежа между Ля Л-^В ж наконецъ въ слу- 
чае третьяго чертежа между Л-^В и -4 -н С-ь -В = те. 




Крои'6 9 полезно разсматривать въ с1уча1Б второго чертежа 
угодъ 

и въ сдуча'Ь третьяго чертежа угодъ 

^о = ^N'СВ = <^—А^В. 

Всё направдешя иглы мы будемъ счжтать равновозможщлми 
въ томъ смысле, что ВСЁ величины (р отъ О до 1с будемъ разсма- 
тривать какъ равновозможныя. 

При такихъ услов1яхъ искомая вероятность, это вся игха 
поместится внутри одного трехугольника разсиатрвваеиой ебти, 
выразится интеграломъ 

о 
который равенъ суммЪ 



г 



^лвс 



] АЛВС * тс ] ААВС ' ^ "*' Зд 



^ АЛ' В' С €?« 



АЛВС 



Обращаясь къ интегралу 



г 



АЛ' В' (Г Ду 
АЛБС 1С 



зам^чаемъ, что отношен1е площадей трехугольниковъ 

Л'В^С' и ЛВС 
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д^->^ 



гг*Ч(^РТ^'^; 






ч « 



равно квадрату отношен1я ихъ соотв^Бтственныхъ сторонъ, н изъ 
перваго чертеаса находииъ 



Сх1доватехьно 



^АВС 



=ш'={' 



?8ш(Сч-ф) )» 
6 8111 



= 1 



±1)1 
о ] 

2г81п(0+ф) 



5 8ШС 



Р8ш«(С-»-ф) 

ь<8Ь1<е 






Ь8шС 



2Ь2 8т>С 



Я потону 



С 



Л^^БС 1С 



а9_л л г»<й\ 

1С ~ 1С г"*"2е«/ 



г<1й\ 2гв (Сое Б -«- оо8 С) 



«15 



г»о^(8ш2Вн-8ш20) 
"*" 4в*1С ' 

гдЪ означаетъ удвоенную площадь трехугольника ЛВО^ т. е. 

равно 

аЬ 8ш(7= ос 81аВ = Ьс 8ш^. 









Подобнымъ же образоиъ, при помощи второго и третьяго 
чертежа, находимъ 



и 



г. 



ьл'В'с а^ 

^АВС 



^_.в^1 

1С 1С \ 



2^2 



\ 2№ (Сов А -4 



СоаО) 



Р Ь« (8ш 2^-ь8ш 20) 
4в*1с 



I 



^ дА'в'С' а^ 

^АВС 1С 



<0 /| ^\ ас (Сов В-4- Сов и!) 

1С V 2С*/ в'Р 

1^сД(8ш2В-^8ш2^) 
"*" 4в*15 



Остается сложить найденныя величины трехъ интеграловъ, 
и мы получинъ выражеше искомой вгЬроятности въ виде алге^ 
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браяческой сунны 



1-^ 



V Ла^-^■ВЬ*^*-С<^^ 



_^ Р «|«(81паВ-*-а112С)-*-Ь'{81па^. 

Для упрощения подученнаго е 
ва простые равенства 

аСтВ-*-ЪСо&Л = с, а*8 

аСовС-*-е СовЛ^Ъ, аЧ 

ЬОовСн-с СовВ = а, Ь» 8 

въ сиу Еоторьаъ должно быть 

а (Сое В-нСов С)-+-Ъ (Сов^-4-Со8 ( 

н 

о* (8т 2В+8ш 2С)+Ь» (8ш 2^+81В 

Пользуясь атиин равенстваин, 
ятность ножетъ быть оредставден! 

Въ частноиъ случай, когда с1 
нихъ трехугодьнввовъ, ви-Ьеиъ 

Л = В=С=^, а«: 

тогда найденное ванн вырашеа1е 
ствтся вся внутри одного треxуго^ 
щеиу 

дгогь частвый случай задачи 
сквиъ въ неиуар11 «О приложевш ; 



г\ 



рт^ 
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кклетю приблЕженныхъ ве 1ичинъ трансцендентныхъ чисело»*) и 
въ сочинеши «Основан1я математической теорл вероятностей)». 

Но б1агодаря неудачному выбору порядка интегрироватя 
вычислешя Буняковскаго отличаются значительною сложностью, 
которой и сл^^дуетъ приписать погрешность, вкравшуюся въ 
окончательный результатъ этихъ вычислешй. 

Полагая для прим^^ра 

получимъ для искомой вероятности величину 

Много задачъ, подобныхъ разсмотреннымъ нами въ этой 
главе, можно найти въ книге СгпЪег «Сгеоте1;п8сЬе '^аЬгвсЬеш- 
исЬкеКею. 



*) М6то]ге8 Ае ГАсадёше 1тр6па1е Аев 8с1епсе8 де 8^.-Рё^е^аЪоа^с^, У1 
8ёпе, 8с1епсе8 МаСЬёт. е! РЬуа. Т. I. (П1), 



ГЛАВ 



В-Ьроятнооти гипск 
собы 

§ 31. Въ этой гдав^ ны зай 
просовъ объ 11зн'Ёнев1Е вйроатнсх 

Наши выводы будуть основа 
торая представдяеть пряное сдЁ 
роятвостей н иоа№тъ быть назв: 
ностей. 

Теорема. Вп^ятность собы\ 
ствовате события А^ равна отн 
своиая событШ А и В, емгьстп, 

^га теорема выражается фо] 

{В, А): 

которая вытекаетъ нзъ установд 

Теорему д^дев1я в'1&роатност1 
къ р^Ёшевш такой задачи. 



*% 



-• *^-<* 



- 1 'Л-.. • • 
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Задана Т^. 

Пусть^ при существовати событгя А^ событгя 

будутг единотеенно возможными и несовмшшными. 
Пусть далгье 

означаютг ихь впроятностщ пока существованге или несуще- 
стеоеанге событгя Л остается неизвп»стиымъ; а симеолъ 

означаетъ втьроятность событгя Ау когда усталювлено существо- 
ванге события В^; пусть паконет симеолъ 

{В,,Л) 

означаетъ впроятность событгя В^у когда установлено уоюе су^ 

ществовангя событгя А. 

По даннымъ 

{В^у (Ва), , {В^у 

(А,В,\ {А,В,\....М^В^ 

требуется вычислить 

{В,, А), (В,, А),...., {В^, А). 
Вмиенге. 

Согласно теорем'Б Д'&1ен1я вероятностей тЛ^жь 



Съ другой стороны, по теорем'6 умножетя в^^роятностей на- 

ходивгь 

{АВ,) = {В,) {А, В,). 

Разбивая наконецъ собьше Л на виды 






'-^^ 



•"•' -1 






•Й 



■в; 















Г^ 



'■у 

•А 












.1 



[у теореиы слошешя в^] 

гЁдоватеАно ии^еиъ 

гаецъ 

(В„ А) = -щ^ц^щ^ 

азснатрявая собьтя 

Б„ В 

гипотезы, придуианныа 
Л, иы иожеиъ наавап 
ругихъ, формулою для 

вй юв^стна также оодъ 
рнсоедининъ теперь къ 

А в., 

собьгпе С и поставииъ 
ядача ^. Ло дантлла 

{С,АВ^\ (С, А 

м (С, ^4), т. е. окредгьлг 
твоеанге событгя А уа, 

о ус10в1я1гь вопроса со( 

■В,, В 

[Ы быть единственно в 
:твован1Е собьтя А. 



Поэтому орв существоваши со6ыт1я Л ны иошеиъ раз€ 
собьте С на несоввгБстные веды 

сг„ св„ , св„ 

и въ силу теореиы сложешя в^роятвостей щжЬелъ 

{С,А) = {СВ^,А)-^{ОВ„А)ч-. . . .-^-^СВ^,А). 

Пряи-Ёняя зат&нъ къ слагаеиынъ оосл^ей сунны теор 
уиножеа1а в11роятносгей, полуэдеиъ 

(СВ^,А) = (В^,А){0,АВ;); 

наконео?! ддя выражен1я {В^уА) нами была уже уставовл 
Формула ' 

,т> 4^_ (В,)М,Д<) 

\.п^,Л}— (2(,)(^, в,)-*-;....-ь(Вп)М,В«)' 

которая р^шаеть предыдущую задачу. 
Сд^довательво 

(ЬЛ^, Л)— (в^,(^,в,)-ь....-*-(В«)(^,В„) 

'■ 

Разсиатрввая событ1е А вакъ с^чввшееса а С какъ I 
мошвое будущее событ1е, иы ыоженъ вазвать аосхЁднюю ф 
нулу, въ отднч1е отъ другихъ, формулою для аыраокетя вп 
ятностей буд^/щтл с(^ытгй. 

Важно отметить одно упрощете атоб Формулы. 

Собыпя С ж А, конечно, предполагаются заввсящния др; 
отъ друга, но они ногуть станов1ПЬСя незавюшыин по выяс 
в1н, какое виенво изъ событ1б 

В„ В„ , В^ 

нм^етъ нЁсто. 

Если событ1я С Е Л ве заввсятъ другь отъ друга, когда I 
яснено, какое вненво взъ событ1й 

5„ В,,...., Б^ 
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И1г§егь 1г6сто, то каждая изъ вероятностей 

(С7, АВ,), 

которыя входять въ разсиатриваеиую нами Формулу, совоадаетъ 
съ соотв1&тствующею вероятностью 

{О, В,) 

быть собьгпю с при существоваши В^ . 

Тогда найденная выше Формула принниаетъ бох1е простой 

видъ 

/р ^ч _ (Д|) (Л, в,) (С, вр-н. . . .-нДп) (Л Дп) (О. Дп) пд^ 

Для пояснетя установленныхъ Форнулъ разсиотримъ рядъ 
простыхъ частньисъ примеровъ. 

Взять на удачу одинъ изъ 14 сосудовъ, о которыхъ извест- 
но, что 9 изъ нихъ содеряштъ по 5 б^лыть и по 8 черныхь 
шаровъ а остальные 5 содержать по 1 1 б^лыхъ и по 2 черныхь 
шара, и что ни одинъ изъ нихъ не содержить иныхъ шаровъ 
кроме №|ыхъ и черныхъ. 

Изъ этого сосуда вынуть одинъ шарь на удачу и оказался 
белымъ. 

Спрашивается, шить велшса, при такихъ дщп^ыхъ, вгЬроят- 
ность, что взять былъ одинъ изъ девяти сосудовъ, содержапщхъ 
по 5 бЁлыхъ и по 8 черныхъ шаровъ? 

ЗатЬмъ требуется определить вероятность, что второй шарь, 
вьгаутый изъ того же сосуда, будетъ также бемымъ. 

Дришлнете форму лб. 

Пусть собьте В^ состоигь въ томъ, что взятый сосудъ со- 
держалъ 5 «гЬлыхъ и 8 черныхъ шаровъ, а собыпе В^ въ 
томъ, что взятый сосудъ содержать 11 белыхъ и 2 черныхъ 
шара. 



^ 



Пусть дагЬе собьгпе А состонтъ въ (ИЁлоиъ цв^п^ перв 
вьшутаго шара, а собьгпе С въ б^донъ цв'^^ втораго выну1 
шара. 

Тогда, придерживаясь установлеаныхъ обозначешй, ви^^е 

(в.)=й. (В0=й, 

а искоиыйп ве^нчвнаIПI будить 

(В,,^) в (С, А). 

Первая вэъ ввхъ 

{В„А) 

аредставдяетъ в1&роя'гаость, что бй1ый шарь быхь вынуть 
сосуда, содержа1цаго 9 бк1ыхъ в 5 черныхъ шаровъ. 
Опредйляя ее по вышеуказавной ФорнухЁ, находиыъ 

(П А\— ^^'^^ — V 

^^1^■^^— ^ ±5^ и """20* 
14 ' 13 14 ' 13 

подобвынъ же образоиъ оо^учинъ 

— .— 
(В„А)= 



_ Ь_ 5^ 11 20 
и' 13"^ 14' 13 

Интересно заи^тать, что 

{В,)>да, а (В„А)<(В„А). 
Переходимъ къ величине 

(С, А 

которая представляетъ вероятность, что второй вынутый ш 
будетъ б^лынь, какъ и первый. 



^ля вычислены ея по фо] 

м^' Щ 

мясны установить велич! 

(С, ЛВ,) 
^епчвна 

(С 

Л'аыяеть вероятность в 
)й б§^ый шаръ изъ сосу^ 
1 содержал) 5 б^^ыxъ и 
1редполагая, что первый 
I назадъ въ сосудъ, жы^. 

какъ второй выиутый 
' дв'1^вадцати шаровъ, ср< 

1а подобныгь же основа! 

(С?, АВ^ 
^Л'{^довате^ьно 



опред-к1яется вероятно 
к иэвестенъ б'Ёлый цв^гь 
(о 'Лхъ же аоръ, пока 
['к1енныиъ, вероатвость 

?пи)рой примгьръ. 

1зъ сосуда, содержащаго 
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и не содержащаго никакяхъ другихъ шаровъ, В1 
жеио въ другоЁ пустой сосудъ четыре шара. 

ЗатЁиъ взъ этого втораго сосуда, содержал 
тыре шара перваго сосуда, вынуто два шара, 
лись оба б'к|ыии. 

Наконецъ изъ тмю же втораго сосуда вын 
шаръ. 

Спрашивается, какъ велика вгброятность, чт 
н1й шаръ такаю б'Ёлый? 

11рилтненгеф(фмулъ. Зная, что изъ втораго со 
б'^ыхъ шара, ны иоженъ относительно цвЪта а 
жениыхъ изъ перваго сосуда во второй, сд'1^ать 

I) два б1лыхъ и два черныхъ, 2) три б1лыхъ ] 

Назвавъ эти гипотезы собьтяш 

В, ж В„ 

61лыб цьЬтъ вывутыхъ двухъ шаровъ событ1е 
цв1тъ посл'Ёдняго шара собьтенъ С, ивгЁеиъ 

,п, 1. 2. 3. 4 3. 2. 5. 4 ^ 

^ »■' 1. 2. 1. 2 * 8. 7. е. 6 7 

,п. 1. 2. 3. 4 8. 2. 1. б _1^ 

^ У 1. 2. 8. 1 ' 8. 7. 6. 6 14 

ж потопу ■скоиая В'Ёроятность равна 
-1 Л X 

14 ' а ' 2 1 

-1. А-+.-к Л * * 
7 ' в 14 ■ а 

Эготъ выводъ вполне согласенъ съ ткшъ об) 



1зсиатриваемый 
шароБЪ, средв 1 

гавииъ вс§ уел 
разницею, что 1 
{итать вьшутып 
в такоиъ иредп! 

|у в'Ёроя'гаость, 



должно бьпъ, 
1у шестя шаров 

тертый примг 
гЁеиъ два сосуд 
горыхъ одиегь ч 
аесть шаровъ, 

реложивъ на у. 
> иэъ М одивъ 1 
5'Ёлаго цв'Ьта. 
и такихъ услов 
фъ, оереложенЕ 

коыая в'Ёроятно 
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§ 32. Восподьзуеися устаноыенными Формулами для р^^ше* 
Н1Я двухъ задачЪу предельный случай которыхъ, при одномъ 
частномъ предположешиу встр1чаетъ практичесшя прим'Ьнен1я. 

Задача 3^. Рассматривается неагрантешшй рядъ испытав 
шй^ относшпелшо которым дано ниоюеслп^дующее. 

По выяснети нпкоторыхь обстоятельствъ 9ти испытангя 
становятся^ относительно событгя Д независимыми друп от^^ 
друШу и для вспоят иосг впроятность событгя Е становится 
равною одному и тому оюе числу а. 

Вышеупомянутыя обстоятельства не выяснены и число л 
остается не вполнгь извпстнымб. 

Относительно величины л можно сдгьлать п, и только п, 
предполооюенгй: 

впроятности которыхъ^ соотвптотвенно имгьющимся даннымъ^ 
представляются числами 

Р\у А > • • • • > 2^1 * • • • ' > Рп* 

Требуется опредтьлшпь, какъ измгьнятся впроятности раз- 
личныхб предположенгй о величинть ос въ томъ случать^ когда 
сверхъ данныхь^ по которымъ установлены 9ти выраоюенгя 

Рг^ Л > • • • • > Рп9 

будетъ извгытно^ что при & -ь 2 испытангяхъ событге Е появи- 
лось к рааъ и противополооюное ему I разъ. 
Иначе сказать, по даннымъ 

*1 ) «а , • • . . , *!,...., л^у 

требуется вычислить в^Броятность каждаго изъ предположенш 

а = а^, а ^ 01^, . . . . , а = а^ 



ого, какъ будетъ изв^с' 
Е появилось ровно к I 
иеме. Обозвачвнъ буБ 
аытан1й, состоящхй въ 
отивоположнаго событ! 
Ъыъ вышеуказанный о 
ъ собьтяни 

а собьте В^, по сущее 



вд искоиыин величинам 
(В,,^), (В„. 
[ОСТИ совыпй 

в,, в, 

^ествоваши А. 

бы восаользоваться для 

)Ю 

1ти только значен1я 

{А, В,), и, в, 

къ числа 

ащаясь къ вычислеи1ю 

{А, В,), (А, В, 
йъ, что 

{Л 

1ляеть вероятность поя 
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при к-^! независимыхъ испытан1яхъ, для каждаго изъ которыхъ 
в^^роятность собьтя Е равна а^. 

Подобная в'1роятность находится по известной ФормухЬ, въ 
силу которой им'Ьеиъ 

(^>д^)= 1.2..':у.Л:.'. ! «/(!-«/ 

Полагая { посл-Ьдовательно равнымъ 
, 1, 2, . • . ., п, 

находнмъ такииъ образомъ величины 

{А, В,\ (А, Вз), . . . . , (А, В^. 

Остается только подставить эти величины въ указанную 
выше Формулу и по сокращен1И на 

1. 2.... №-4-0 



получимъ 

(В А) = Р» «^ (^ — <^|) 

" л«?а-в1)'-*-л«{а~«2)'-ь....-*-Рп*^(1-«п)' 

Найдя ВЕРОЯТНОСТЬ каждаго значен1я числа а въ отд'бльно- 
сти, мы легко можемъ определить и вероятность, что а лежить 
въ заданныхъ пред^лахъ; такъ какъ последняя вероятность 
равна сумме вероятностей техъ значен1Й числа а, который ле- 
жать въ заданныхъ пределахъ. 

Следовательно, после того, какъ стало известнымъ, что при 
10-^1 испытанЫхъ событхе Е случилось ровно к разъ, вероят- 
ность неравенствъ 

а <^ а<Г а 



выражается дробью 

1р^ оц* (1 — оцУ ' 

где сумма 2 распространяется на все возможный значен1я г, 
сумма же 2" только на те, при которыхъ выполняются неравен- 



Задача 4". При со 
1ачи, требуется оичл 
циая испытанШ, ызг 
появится ровно &, р 
шй оно пояеилосьрс 

Щимпмате. Мы ■ 
1П1Я шхъ отъ вабло, 
играетъ никакой ро 
гь быть также прош 

7>ьшен*е. Если бу| 
шо Ь^ разъ при ]Ц-1- 
лъ, сомасво принят! 



шред'кится по ФОри; 
{С, А 

% 

ВкГЁСТЁ СЪ 'НЁНЪ ■! 

1аковецъ 

> (С, В^ отлчается < 

ощяии соотв^тствев! 

Подставляя эти вы] 



(В,) 



въ орнведенвую выше Формулу, по сокращеши на 

1- 2.... 9-*-1] 
1. 2.... *. 1. 2..., I 



(С Л)^ 1 ■ 2. ■■■№,-*- ;.) 1р^ш^^. (1- ^■^, . 

^ ' ' 1. 2.... *1. 1. 2.... I, 2р,<ч*(1-*()' ' 

такъ опред-кмется вЬроятвость 

{С, А) 

событие Е ооявпъся въ &, -*- !, испытав1й ровно к^ разъ, 
ИЗВЕСТНО, что въ к-*~1 вспыташй это событ1е оояввлось р^ 
разъ. 

Для лучшаго выясненхя посл'йдннхъ двухъ задачъ Н1 
служить сл1|дуюпцй частный вхъ случай. 

Ии^^еиъ п категор1Й сосудовъ съ б-Ёлыни в вныни ша] 

Отвошен1е числа б^лыхъ шаровъ къ числу вс1хъ пи 
ваходяп^ихся въ сосуде, равно а, для каждаго сосуда верв 
тегор1и, равно о, Д1я каждаго сосуда второй категор» и 1 

Пусть наконецъ числа 

Р1^ Р1> , Р„ 

оредставляютъ соотвЬтственао отношения числа сосудовъ 
гор1й 

!■*, 2", , п" 

къ числу вс1хъ сосудовъ. 

Вс^ эти сосуды переи-Ьшавы и язь нихъ взятъ на 
одинъ, съ которыиъ и производится рндъ испытаний. 

Каждое нснытан1е состоить въ извлечен1и одного шар| 
торый эат11иъ возвращается обратно въ сосудъ для водд' 
ша постоявнаго отношения числа б'Ьлыхъ пшровь къ числу 
шаровъ сосуда. 

При А н- 2 такихъ испытан1й б'Ёлый шарь появился р4 
разъ. 



Требуется опред11пть в1 
сосуда отношение чис^а содерг 
къ числу вс1хъ его шаровъ В1 

До 1]аблодев1а эта к1роят; 
ден1я ова выражается, соглао 



р,.{(1-.,)'-нр,«*(1- 

Зат&нъ требуется опред'к! 
исаытан1яхъ, провзведеввыхъ 
бдюденныхъ Ан-2 исаытав1Й, 
разъ. 

Есдв бы результатъ наб!» 
нзв^стенъ, тоэтапосхЬдвяя в1 

1. 2.... »,. I. 2. 
ГД* 

• =1, 

при изв^стноств же результат 
Формуле, равна 

1. 2.... №1-»-1,1 
1. а.... к,. 1. 2.... 

гд-Ь 

1^1, 

Переходя къ упомянутом] 
ложниъ 



в будемъ увелвчивать п безпр 
Тогда разсматрвваеиыя в 






■Ч 



будить стреиится, какъ нетрудно видеть, къ предЁдаиъ 

С аЧ1~а)Ыа, Г а*{1— а)'(^а, 
V ■'о 

Выводы, къ которыиъ ыы приходшгъ такииъ образоиъ, 
кдючаются въ р^шен1Е задачъ 5** н 6*^. 

Задача 5**, Разсматривается неограниченный рядг « 
тангй, относительно которыхг штьстно, что по выяа 
нлкоторыхъ обстоятельствг они становятся независил 
другъ <тъ друга. 

Дамье предполагается извпстнымъ, что втьроятность ( 
тгя Е при ваьая отихъ испытатяхъ должна ыммпь об 
ту оке величину а, если только будутъ выяснены тшеупо* 
тыя обстоятелыяпва. О 

Но 9ти обстоятельства оапаются невыясненными и 
тому число а. остается неизв1ьстнымъ и вел возмоокныя 
него значенгя, между О и 1, представляются равновозможн 
тша что втьроятность неравенствъ. 

а' < а < а", 

при О < а' < а" < 1 , выражается интеграломт! 

Г (1а = «" — а'.. 
V 

Спрашивается, какъ измгьиятся впроятности разлин 
предположенгй о ееличингь а въ томъ случал, когда будетг 
впстно^ что при к-*-1 испытангяхъ событге Епоявилоськ 
а противополоясное ему I разг? 

Отвпапъ. Вероятность неравенствъ 

а' ■< « ■< « 



ГЁр 

пр 

^. 

те 
I м 
рт 



ны 
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можно Э&К1ЮЧН1Ъ О малой вероятности большнхъ отм 
отъ |^^|) если число иаблюденвыхъ всаытатй к-*- 
тельно; в потопу иожво аодожвть 

Заг11иъ взъ ответа на шестую задачу иожео вьт 
ври бошпоиъ числе наблюденныхъ всоытанШ в ера! 
налоыъ числе будущнхъ вспытав1Й вероятноств разлвчнь: 
положен!й о чвслй появлеи1й собьгпя Д прв этвхъ по 
всвытан1яхъ, мало отличаются отъ ткхъ, который оолучЕ 
прв вс^хъ будущвхъ вспытан1яхъ иы будеиъ считать 
ность собьгпя Е равною 



Наорниеръ, для одного будущаго испытан!я вероят 
явлен!я событ1я Е равна 



]Ь-|-1 _. * 
Й^-(-н2^*-ь1' 

а для двухъ будущихъ всиытан1й вероятность воявлен! 
Е два раза равва 

(*-ь1-^2) {к-^1-г-Щ^\к-^1} 

Я вероятность ооявлен1я его только одинъ разъ равна 

(Ь-*-!) (1-4-1) .о Ь ^_ 

Указанному 11риненен1ю Форнулъ, решающихъ зад 
6'", нельзя придавать большого значев!я, &ъ виду че! 
считаемъ нужнынъ останавливаться на полвоиъ выясв 
ввльноств только что сделанвыхъ выводовъ взъ этвхъ 

дело въ тоиъ, что прежде, чемъ првиевять ту ил 
Формулу и делать изъ нея различные выводы, необхо, 
яснить условш ея сущест80ван1я и убедиться въ вь 
ихъ въ техъ случаяхъ, къ которыыъ мы желаеиъ в 
Формулу. 



Формулы, предел 
стаыевы следующий! 

1) незавнсвность 
стоятельствъ; 

2) постоянство не 
выясневхи выше уаол 

3) равноБозиожво 
наблюден1Я. 

Приы-Ёняются те э 
соиЕительно выполнев 
трехъ УСЛ0В1Й. 

Одинъ изъ важны 
иыхъ по набдюдешяи' 
возраста прошить дан 

Обь этой в^роятн< 
ныхъ еа приложен1й. 

Мнопе завииалн! 

11ЫЧНС1еВ1Я ОЯ Ва ОСЛО 

таблицы снертноств, 
ближенную величину 1 

Мы ве станеиъ р| 
пр1еновъ, а останови» 

Положвыъ, что п 
возрастъ, постуаиля в 
пъ изъ виду въ течеЕ 

Полошнмъ дал^е, 
п — т умерли въ теч* 

Тогда, разснатрив 
иожеиъ дробь 



назвать в^роятвостьк 

возраста, взятому нзъ 

Установлеввая Т1 



Г^ 
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только къ прошедшему времени и къ давней групп'Ё лщ! 
практичестя а-1ли застаыяють васъ переносить выводы 
шшго на будущее. 

Этотъ оереиосъ оправдывается 1]редаоложен1е1гь, тгс 
другой группы людей, богке И1» мекЁе похожей на преж 
отношеше аналогичное дробя -^ будетъ мало отличаться отъ 

Посл^даее же предположеше основывается на заи^чен 
съ давнихъ вреиенъ повторении различныть явлевой, изъ 1 
раго вытекаетъ представлен18 онеизи'ЁнныхъзаконахъпрИ[ 

ПривгЬняя загЬмъ къ данному случаю задачи 5'" и 6'" 
должны вообразить себ^ существование какой то неизв'Ё( 
величины 

а, 

которая представдяетъ в^^роятиость лапу даннаго возраста 
жить данный срокъ и приближенно равна 



Но, при всей в^р1^ въ существоваше неизн'Ёавыхъ закс 
природы, ны иы'Ёемъ полное основаше отринуть существо 
постояннаго числа а; такъ какъ съ течен1енъ вренени ус 
жизни людей иогуть изменяться весьма эначвтельно^ а при 1 
нешн услов1й жизни едва лв можетъ оставаться неизкЁ 
смертность людей. 

Сверхъ того весьма естественно предположев1е о разл! 
смертности раэличныхъ категорхй людей, одновременно обо 
щнхъ на зенл^, но отличающихся другъ отъ друга местом! 
тельства, родоиъ заня'лй, тЁлосложешенъ и т. д. 

Поэтому, если допустить, что постоянное число а оп] 
ляется об1Цими условхями жизнн вс1хъ людей; то опред^ 
такого числа по наблюденояиъ надъ одной группой лицъ Т] 
признать правильнымъ, какими бы Формулами ни подкрйпи 
это опред^ен1е; такъ какъ должны проявиться индивидуал 
особенности группы. 



Указанное обстоятельство 
сдн мы буденъ разснатривать 
бще, а вЬкоторую часть ея, 
атр7двен1е, состоящее ю> I 
азсиатрвваеиую часть. 

Итакъ, признавая пользу 
ескнхъ п:1леЙ, иы считаенъ I 
ость вхъ црвн'Ёнешй ссылкаи 
остей. 

§ 33. Въ заключен1е глав) 
твоств сввд-Ётельсквхъ показ 
рвложвть Формулу Байеса. 

Съ практвческой точкв зр^ 
тавляться весьма вансвымъ; 
иеньшается необходвмостью 
ожен1в. 

Мы не будемъ долго оста: 
аходвмъ невоэиожныиъ уиол< 

Для упрощеН1Я вопроса иь 
ей ВПОЛНЕ осв'Ьдоилевнымв о 
обнымв сообщать заведомо лс 
уденъ считать пезависимыии 

Вс-бнъ сввд'Ьтелниъ мы п] 
ъ правД'Ё в будемъ взи-Ьрять 
(ащвмъ между вулемъ и едва: 
ривать какъ вероятность, чт 
оотв-Ьтственно этому развосп 
оятность, что сввд*тель гово1 

Чвсло сввд-Ьтелей обозначи 

Положвмъ, что согласныя 1 
ому всбмъ внъ результату : 
вид^телей заявляютъ, что прЕ 
*роятность котораго до сввд1 

Наковецъ мы введенъ еще 



• -С^ 
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ражать вероятность для свид'&тедя, говорящаго неправду^ оста- 
новиться именно на собьти Д а не на какомъ нибудь другомъ 
возмЬжномъ результат! того же испытан1я. 

При такихъ ус10В1яхъ мы выразимъ произведенхемъ 

ри 

в'1^роятность появ1ен1я собьтя Е и согласнаго заявлешя свид*!- 

телеи объ этомъ появлен1И, пока свидетели не высказались; при 

т%хъ же услов1яхъ в'Ёроятность непоявлен1я собыпя Е и со- 

гласнаго заявленхя стккгелея о его появлен1и мы представимъ 

произведен1емъ 

(1-1>)(1-аГГ 

Соответственно этому сумма 



ра 



п 



п пп 



(1__р)(1_а)»р 



будетъ выражать вероятность согласнаго заявленхя свидетелей 
о появлеши событ1я Е^ пока свидетели не высказались. 

Отсюда, на основан1и Формулы Байеса^ мы заключаемъ, что 
после согласнаго показан1я свидетелей вероятность появлен1я 
событ1я Е становится равною 



рл 



п 



ра*»-ь(1— 1>) (1 — а)** 3** 



(22). 



Заметимъ, что при Р <1 и а> О указанная нами вероят- 
ность стремится къ пределу 1 при безпредельномъ возрастан1и 
числа согласныхъ свидетелей; такъ какъ вероятность лолнаго 
соглас1я ложныхъ показанШу выражаемая степенью ^*', стре- 
мится къ пределу нуль, когда число свидетелей увеличивается 
безпредельно. 

Найденное простое выраженхе вероятности мы применимъ 
къ одной интересной задаче, которую поставилъ Буняковскш 
въ своемъ известномъ сочииен1и аОснован1я математической те- 
орш вероятностей» и которую онъ решилъ не совсемъ пра- 
вильно. 

14 



I . 






' 11 



^ 
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Задача Буняковскаю. 

Изъ полной русской азбуки выдернули шесть буквъ на удачу, 
которыя по ы'Ьр'Ь ихъ вскрыт1я ставили одну возл'Ё другой. 

Два очевидца утверждають, что вынутыя буквы соста- 
вили слово Москва. 

Спрашивается, какъ велика в']^роятность, что показан1е 
двухъ свид']^телей справедливо? 

При этомъ предполагается, что полная русская азбука со- 
держитъ 36 буквъ и что склонность свидетелей къ правд'Ё вы- 
ражается дробью ^^ - 

Ргыиенге. Обраш^аясь къ общему выраженио вероятности въ 
виде дроби 

^о** 

|,а»-*-(1— 1?) (1 — а)»&»' 

замечаемъ, что въ данномъ случае 

п = 2, а = ^ 
и на основаши теоремы умножен1я вероятностей 

« — 1 1.1 111- 

-^ 36*36 34*33 82*81^ 

ЧИСЛО же р остается неопределеннымъ. 

Для устранешя неопределенности числа р обратимся къ пред- 
положен1ю, которое сделано Буняковскимъ при решенш задачи. 

Оно заключается въ томъ, что въ русскоиъ языке имеется 
50000 словЪу состояш,ихъ изъ шести различныхъ буквъ, и что 
при ложномъ показан1и свидетель долженъ остановиться на од- 
номъ изъ этихъ словъ. 

Считая все эти ложный показан1я равновозможными и, въ 
виду малости разности 

_1 1_ 

50000 49999 ' 

не обращая вниманхя на уменьшеше числа ихъ на одну единицу 
въ случае, когда вынутьш буквы составили одно изъ словъ, мы 



^ 



при такихъ предпоюженхяхъ искомая вероятность 
Э1ТСЯ дробью 



(^М^)" 



36. 35. 34. 38. 32. 31- 



(60000)» 

которая пос^'Ё простыхъ сокращев1б приводится къ 

81 X (625)' ^ о„. 

81 X (626)* -н 219126,5.... -^ "1^^> 

а ПО вычвсленгянъ Буняковскаго вскомая в'Ёроятность бди: 



Раэноглас1е двухъ выводовъ, полученвыхъ при одн1 
гЁхъ же □редположев1яхъ, объясвяется тЬнъ обстоятельс! 
что Бувяковск1Й свелъ единогласное показание свидйтелей о 
левш опредеденнаго слова Москва къ простону указанш ка: 
изъ свидетелей на появлевЁе одного взъ словъ русскаго яз: 
соответсгвевно этоиу выразилъ вскоиую вероятность дро< 



ЛМ»-ь(1-1»)(1-«)»' 

□слагая 

_9 60000 

" 10 " -Р" 36. 85. 34. 33. 32. 31 

Принятая нами величина ^ едва ли не должна быть прл 
слишкоыъ иалою; ибо число русскихъ словъ, составленных 
шести различныхъ буквъ, конечно значительно меньше 500 
крои* того естественно предполагать, что слово Москва ш 
бьггь выбрано для ложнаго показанхя предпочтительно п 
многими другими. 

Увеличивая въ виду этого обстоятельства число ^, поло 



л 



гда вскоиая наыя вероятность, что иоказан1е двухъ свид-Ёте- 
В справед1Ево, выразится уже довольно ыалынъ чисюиъ 



>.ЗБ 34.33.32.81 



^ + 3 



V 10 ; иО / {200р 

Приведенный примерь, ао вашему нн^ию, достаточно вы- 
ояеть неизб-Ёжность иногихъ нроизводьныхъ преднодошевЦ 
и решев!» вопросовъ подобныхъ разобранному нани, которые 
существу д^да им^ють весьма неопределеввый характеръ. 

Разсиотр^нный вонросъ приметь ещебод^енеопред'йленный 
рактеръ, ес1и донустимъ, что свидетели иогутъ ошибаться и 
траиимъ независимость ихъ показан1Й. 

Для изб'Ёжан1я возможности неправильныхъ прин'Ёнев1Й Фор- 
лы (2 2) добавимъ къ вышесказанному рядъ простыхъ заи'Ьчатй. 

Во первыхъ, если событ1е невозможно, то никак1я свидетель- 
1Я аоказан1я не иогутъ сообщить ему даже малой вероятности. 

Мало вероятное событ1е иожетъ оть согдасвыхъ показан1Й 
огихъ свидетелей превратиться въ весьма вероятное, если сов- 
ден!е ложыыхъ по[1азан1й представляется еще менее вероят- 

[МЪ. 

Но мало вероятное событ1е не стаыетъ весьма вероятныиъ 
ъ согласнаго показан1я такихъ свидетелей, которые сговори- 
сь другъ съ другомъ, иди ииеютъ одинаковьш не вполне точ- 
ш сведев1я о вредмете ихъ показан1й. 

Какъ бы ви быль добросовестенъ очевидецъ собьтя, но 
ннен1е въ томъ, что онъ способенъ былъ правильно понять со- 
ршившееся, можетъ, въ известныхъ случаяхъ, лишитьегоно- 
заше всякаго зиачен1я. 

Наконецъ сообщен1е о событ1и можетъ доходить къ наиъ 
отъ очевидцевъ а черезъ последовательный рядъ свидетелей, 
горыс вередаютъ то, что они слышали отъ другвхъ. 

Въ этомъ случае удлиннев1е цепи свидетелей, конечно, за- 
мняетъ совершившееся. 



ГЛАВА VII. 



Способъ наименьшихъ квадратов 

§ 34. Саособоиъ наииеньшихъ квадратовъ называется 
употребвт^ьвыЙ пр^еиъ получев1я орвбдижеавыхъ резуды 
язъ ИЕОгихъ [1а6людев1Й, съ овгЬнкою достоинства этихъ р 
татовъ. 

Чтобы обосновать его на соображен1яхъ, относящик 
ксчислен1ю в'Ёроятностей, иы должны установить рядъ Н1 
ложев1Й и УС10В1Й; и прежде всего необходвио допустить < 
ствоваше чисегь, ирибдиженныя величины которыхъ дос1 
ются наблюдев1ями. 

Каждое &аблюлен1е, дающее то или другое число, иы б, 
разсиатравать какъ частный случай иногехъ наблюден1Й; 
ответственно этому иы будеиъ разсматривать, рядомъ съ 
ствительныиъ результатонъ наблюденвя, воображаемый 
возможный результатъ наблюдения. 

Считая данное наблюдение частныиг случаемъ многих' 
бдюдеа1й, мы будемъ предполагать, что условия наблюден! 
лятся на дв'Ё категор1и: услов1я постоянныя^ сохраняю! 
беэъ изн'Ёнен1Я при бсёхъ вышеуномянутыхъ наблюдем 
частвыиъ случаемъ которыхъ является давное, в условия 
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м^нныя, ши случайныЯу кгбняюпцяся отъ одного наблодетя до 
другого. 

Вместе съ гёмъ допустимъ, что каждому опред'Ьленноиу 
предположен1Ю о величине возможнаго результата набдюдешя 
будетъ соответствовать опред'&1енная вероятность въ тоиъ слу- 
чае, когда постоянный услов1я наблюден1я, намъ неизвестныя, 
станутъ известными. 

Пусть а означаетъ неизвестное число, приближенную вели- 
чину котораго X мы получаемъ изъ наблюден1я; пусть далее х 
означаетъ возможный результатъ наблюдешя и различными зна- 
чен1ями числа х будутъ 

Х^ X у X ^ . . , , 

пусть наконецъ 

соответственно означаютъ вероятности этихъ значен1й х, когда 
постоянный услов1я наблюдешя известны. 

Изъ всехъ упомянутыхъ здесь чиселъ намъ известно только 
одно X. 

Неизвестная величина разности 



а — X 



представляетъ действительную погрешность, или ошибку, на- 

блюден1я; разность же 

а — X 

мы будемъ называть возможною погрешностью наблюден1я, а 
математическое ожиданхе ея 



2 (а — л;)-*-2 (^ — ^)"*-3 (^ — ^ )"^"«-'*1 
равное 

а — (2а?н-2 ^ -»-2 ^ -*-•••• )1 

назовемъ постоянною погртыиностью. 

Величина постоянной погрешности намъ, конечно, неизвестна; 
однако въ дальнейшихъ разсужден1яхъ мы будемъ считать 
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ее равною ну1ю. Соотв'Ьтственно этому им буденъ говс 
что въ приблгшенноыъ равенств'Ё 

а фх 
жЪтъ постоянной аогр'1шности. 

Заключен1е объ отсутств!!! постоянной погр^^шностя 
выводятъ изъ предположения, что каасдыя дв^ ведичнвы во: 
ной погр'1^шности, даюш.1я въ суивгЬ нуль, равновероятны; 
посхбднемъ предположении н*гь надобности для предстоя 
раэсугдев1б. 

Предположен1е объ отсутств1и постоянной погр^Ьпп 
какъ и приведенное сейяасъ предположен!е, не только 
извольно но даже находится въ н-Ькоторонъ вротивор-Ьч 
тбиъ Фактоиъ, что различный причины постоянныхъ погр' 
стей открываются постепенно. 

Однако въ теоретическихъ раэсужден1яхъ иы прини 
это предположен1е, какъ необходимое. 

Если бы съ числоиъ а не было связано бол'Ёе или 
опред-бленнаго представления; то предположеахе объ отсу 
постоянной погрешности мы могли бы сделать несоин*1н 
определяя число а равенствоиъ 

о = 2 ж' -+- ^" х" -+- з'" х"'~*-. . . . 

Въ дальн^йшихъ разсужден1яхъ намъ понадобится 
математическое ожидание квадрата возможной погрет 
равное сумме 

з' {х' — 0^-+- д" {х" — а)' ■+■ д'" {х'" — а)' -I- .... ; 

корень квадратный взъ этой, неизвестной наиъ, суммы 
вается средней квадратичной ошибкой наблюден1я, или п; 
женяаго равенства 

а Ф х'. 

Разсматривая результаты различныхъ наблюден1Й, м 
демъ предполагать известными отЕОшен1я математических' 
дан1Й квадратовъ ихъ погрешностей, другъ къ дру17- 
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Соотвйтствевно этому, вводя мля «Ьско1ь«шж.ъ ваблюден1й 
о и то же неизвестное число к, иы будеиъ натеиатическое 
1Д8В1е квадрата возиожной оогр^шносги данваго наблюден1Я 
(дставлять въ вид'Ё дроби 



онредеденныиъ знаыенателеш. Р, который иы буденъ назы- 
ь вбсоиъ ваблюден1я или в^сонъ соотв-Ьтствующаго равенства 

Б^са наблюдений устанавливаются на развыхъ соображе- 
хъ, бохЁе или иев'Ёе произвольно. 

На нервонъ нлан^ приведеыъ нросгЬйшее изъ нихъ. 

Именно, если веб извЬствыя услов1я какихъ нябудь наблю- 
1Й, дающвхъ приблвженныя звачен1я одного н того же числа 
одинаковы; то обыкновенно предполагаютъ, что в'йса этихъ ■ 
1люден1й одинаковы. 

Кромй првбдиженныхъ равенствъ, доставляемыхъ неоосред- 
енно ваблюде[11я»я, иы будеиъ разсиатривать я другЫ при- 
[женныя равенства, который будеиъ выводить язь совокуп- 
ти ивогихъ наблюден1Й. 

Пусть 

и'Фо 

ачаетъ одно изъ такихъ равенствъ. 

Выражев1е П' составлено опред1аеЕ1иы1гь образоиъ изъ 
оиыхъ чвселъ, подобныхъ числу а, и взъ чнседъ, доставлен- 
Еъ наблюлен1ямя. 

ЗаиЁняя числа, доставленный на6люден1яии, воображаемыии 
иожныии результатами наблюден1й, нолучаеыъ вн'Ёсто П' но- 

выражен1е Л, которое назовеиъ возможною ногр^шностью 
1ближсннаго равенства 

V' фО. 

А математическое ожидан1е П вазовеиъ постоянною погр^ш- 



ностью приближенваго равенства 

и' Фо. 

Мы будеиъ разсиатривать топко так1я првблженныя 
венства уставовленнаго вида, о которыхъ на основав1и ны 
данныхъ и предаоложен1й нежно утверждать, что ихъ пос1 
ныя ногр'кпности равны ву1ю. 

ЗатЁиъ какъ для равенствъ, достав1яеыыхъ непосредстЕ 
наблюдензяин, такъ и для выводныхъ равенствъ мы будеиъ 
нявать вхъ достоЕнство в^соиъ, представляя ыатеиатнч) 
ожидав1е квадрата возиожвоЙ погр^швосги въ вид-ё дробв 



гд'Ё по прежнеиу к означаеть число вевзв^стаое, а Р ъ'Ьс! 
отв^тствуюдаго прнближеннаго равенства. 

Если наблюдения даютъ возможность для какого нибуд! 
азв^стнаго числа а составить н^1сколько ариближенныхъ 
венствъ вида 

а— Х'фО, 

гд^Ё X' означаеть число вполне опред'Ёляеное результатаив 
блюден1Я; то мы будеиъ выбирать изъ этихъ равенствъ, 
наилучшее для опред'клев1я числа а, равенство, в^съ коте 
наибольшей. 

§ 35. Са1/чай одного неизвгьстнаю. 

Пусть для опред'клеБ1я неизв^стнаго числа а произведе 
наблюден1й, которыя дала для а приближенныя значен1я 



Согласно нриведеиныиъ выше объяснен1ямъ рядоиъ съ 
ствитедьно получевныии числами 



иы будеиъ разсиатривать возможные результаты наблюд 



,.-. «V 



'-Ч; 



1*^ 

■л 



г. 



^\.^ 
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которыя пусть будутъ 






такъ что и представдяетъ возможный резудьтатъ перваго на- 
бдюден1я, давшаго число а , и" возможный результатъ втораго 
наблюден1я и т. д. 

Наши наблюдешя мы предполагаемъ свободными отъ постоян- 
ной погрешности и независимыми друп отъ друга^ придавая по- 
сжЬкаеыу условш тотъ смысхь, что величины 



и^ и , и" ^ 



не зависятъ другъ отъ друга, 

Разсматриваемыя нами наблюдешя даютъ для опред'блешя 
числа а рядъ приближенныхъ равенствъ 

афа'у а Ф а\ . . . . , а Ф а^^\ 

которыя согласно нашимъ допущен1яиъ и опред'Ьленгямъ не со- 
держать постоянной погр^&шности. 

Этимъ равенствамъ мы приписываемъ определенные в^са 



полагая 



2/, ;/,... ., р , 



а — и) =— г? 
м. о. (а — и ) =:-7г^ 




м. о. (а -«'-))'= ^,. 

Пользуясь заг1мъ результатами вс^хъ наблюденШ составимъ 
изъ приведенныгь выше п приближенныхъ равенствъ следующее 

афХ'а'^Х"а^..,.^Х(">а^^ 

где ВЫбОрЪ К0ЭФФИЦ1еНТОВЪ 



х; X", 



Х(-) 



находится въ нашемъ распоряженш. 
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Мы подчннниъ ноэФФИц1енты 

>', X",...., X'"' 

двунъ усдов1аиъ, согласно рав^е высказанвынъ полонен1ян 
Во первыхъ ны потребуеиъ, чтобы ариблженное равен 

афХ'о'-ч-Х"о"-1-....-+->''''о*'" 

было свободно отъ аостоянной погрешности. 

^го услов!е, очевидно, выражается равенствмгъ 

Х'-ьХ"-1-....-ьХ*"'=1, 

танъ какъ ыатейатнческое ожидан!е суммы 

X' «'-ьХ"м" -•-.... -нХ'"'»'"', 

при любой определенной систеие чиселъ 

X', X",...., Х<">, 
равно 

(Х'-1-Х"-ь....н-Х<''1)а- 

Во вторыхъ ны потребуенъ, чтобы в^съ ориблнжев 
равенства 

афХ'а'ч- X" а"-^- -ь Х*"' а'"' 

быль наибольшииъ. 

Это требование вызывается г1иъ обстоятельствоиъ, чт1 
стоввство каждаго приближеннаго равенства мы оценив 
его весонъ, какъ было выше установлено. 

Такимъ образоиъ, установиаъ рядъ предположешй и ] 
вШ, мы превращаеиъ въ оаределевную натематяческую за 
вонросъ, лишенный натенатическаго смысла, о томъ, как 
возможности лучше воспользоваться результатами многиж! 
блюден1Й. 

11римпн(ш1е. Мы ограничились равенствами вида 

а ф X' а' -*- X" о"-1- . . . . -ь V» а'"' 



» ,■• г ■ 



?*•■- 



^-Л'^. 
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5? 









Л' 






не только ради ихъ особой простоты но и по той причин^^, что 
ни о какомъ другомъ равенств']^ нельзя, на основавхи нашихъ 
7СЛ0В1Й, утверждать^ чтобы оно доставляло приближенную ве- 
личину а безъ постоянной погрешности. 
Наприм^ръ, если бы мы положили 



или 



а ф у а а" . . . . а^"^ , 

.л/ы Ы -+- а" а" Ч-. . . .4- аН а(«) . 

афК п ' 

ТО возможность постоянной погрешности не была бы устранена. 
Для определен1я в^са приближеннаго равенства 



/ т 



а =^= А а н- л а ■ 



• . • 



составляемъ математическое ожиданхе квадрата разности 



а — (Л «* -«- л и • 



Х^''>«г<''0. 



ВЪ силу УСЛ0В1Я 



V -н X" 



• • • • 



Х<"> = 1 



этотъ квадратъ равенъ 

{X' (м' — а) -+- X" («"— а) -;!-.... -ь Х'") (и<">— а)}» = 
= X' X' (и'— а)2 -+- X" X" (г«"— а)«-ь .... -н V' Х'"> («<">- 

ч-2Х'л"(м' — а)(и"— а)- 



«)' 



• • • • 



И математическое ожиданхе его приводится къ 

Х'Х' Х"Х" х(«)х(л) 



к 







• . • • 






ибо математическ1я ожидан1я квадратовъ 



(и! — а)2, {и' — а)\ , (%<'*> — а)«, 



по предположешю, равны 



к 



Р 



п 



• ••••• ■ • 



а иатеиатичесшя ожидан1я лроизведен1й 

(и — а) (м"— о), .... , («"— а) (м<"'— л), .... , 

раа1ичныхъ ывоаштедей, приводатся къ нулю, въ свлу не: 
симости велвчивъ «', и", . ■ ■ ч «'"'• 
Представляя величину 

^ р' р" ■ ■ ■ • ^(„) ^ 

въ вид'Ё дроби 



заключаенъ, что в^съ Р раэсиатриваеиаго наии приближен 
равенства 

афХ'а'-нХ"о"-4- -+-Х^"'а'"' 

определяется Формулою 



1"Г Х!»)М'Ч 

р р ^/п) 

и следовательно этоть в*съ достигнеть своей наибол 
величины въ тоыъ случае когда сумма 

14' Г'Х" Х^ХС) 

1 К. . . .-I г— 

р' р" р1") 

достигнеть своей наниеньшей величины, при соблюдешн 
вечно, УСЛ0В1Я 

л -нХ" -+-.... -нХ<"'=1. 

Съ другой стороны нетрудно установить ы-Ьдующее т 
ство 

гд§ г означаетъ каждое иэъ чиселъ 

1, 2, 3 , п- 



1 



озвачаетъ каждое изъ чиседъ 

1, 2, 3, , 1—1. 

Приведенное наын тожество показываетъ, ?то сумиа 

X' X' X" X" 1(»1 Х(») 

р' р р1») 

тигаетъ своего наиненьшаго значен1а въ тоиъ случае, когда 
; разности 

р(<) р\}) 
гащаются въ нудь. 
Полагая соотв'Ётствеино этоиу 

^_.}^_ _ ^* _ Х'-.-Х"-1-- ■■■-*- X'") 

р' р" р'") р' -^ р" -*-..,. -*• р'") 

учаемъ для оаред1|ещя коэФФищентовъ 
V, X"....., Х<"' 

ДУЮЕЦУЮ Об1ЦуЮ ФОрмулу 

|,'^.р"^.,...^.^дп) 

При величинахъ X', X", .... , X'"', который даегъ указан- 
наии Формула, суыиа 

ху^ Х^ ХОХ'"' 

р' р" " ' р'"' 
тигаетъ своей наименьшей величины 
г 

р'ч-р"-«-. .. .-«-р'") 

Бсъ нрибляжевнаго равенства 

афХ'о'-1-Х"о"-1- -1-Х'"'а'''» 

гигаетъ своей наибольшей величины 
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Въ виду изложенныхъ соображен!! язь разднчныхъ в 
женныхъ равенствъ, которыя можно уставоввть на оси 
вышеприведенныхъ результатовъ наб1юден1й, мы выби] 
какъ наиучшее для опред^ен^я числа а, такое 

р -*-р -*-... .-^-р^^^) 

ж эаи^&чаеиъ, что его в^съ Р равенъ суин'Ё в^овъ первой 
аыхъ равенствъ 

о ф а', а Ф о", .... , а Ф о'"') 

доставлениыхъ веносредствеаво наблюдешяыи: 

Р=р' -+-р" -+- -*-У"» 

Въ нросгЬйшеиъ случа'Ё, когда вс^нъ наблюдении 
ориписываеиъ одинъ и тотъ же в^съ, нриближенная велич 
опред'Ёляеиая Фориулой (23), представляетъ среднюю арн< 
ческую изъ величиыъ, доставляеиыхъ вепосредственяо на1 
вЫыи; а в-Ёсъ арвближеннаго равенства 

аф 

будетъ равенъ числу на6люден1й, еслв за в'Ьсъ каждаго I 
дешя иы првыеыъ едивицу. 

Положинъ теперь, что крои^ п вабдюден1й, достави 
цриближенныя равенства 

а фа, а Ф о", .... , а Ф а*"' 

одинаковаго достоинства, провзведено еще т наблюден! 
ставившвхъ приближенныя равенства 

афа*"-^", афо^"-^'»,...., офа*--^'-> 

также одинаковаго достоинства но, быть ножеть, неравва 
стоивства съ прежниыв. 



г 



у 

"•■*»■■. 



и*^- 



^л 






♦I». 



■ ■» 



.* 
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Приписывая приближенньшъ равенстваиъ 

а ф а , а ф а", .... , а ф а^"^ 

одинаковое достоинство, иы приравняемъ математичесшя ожи- 
дан1я квадратовъ ихъ погрешностей одному и тому же неизвест- 
ному числу к^; а математическ1я ожиданхя квадратовъ погреш- 
ностей равенствъ 

афа^"-^^ афа*"-*-^...., афа***"*"^^ 

приравняемъ другому неизвестному числу к^. 
ЗагЁмъ изъ совокупности равенствъ 

афа\ а Ф а ',..., , а Ф а^ 



I. л -I- л' л -I- л" л -4- л(П) 



мы можемъ вывесть равенство 

Фа' -4- а"-*- -+-а^^) 


П 



для котораго математическое ожидан1е квадрата погрешности 
равно 



Л1 . 
91 



а равенствами 

афа^'»-^^ афа^^-*-^...., афа^'*-^"*> 

можемъ воспользоваться для образован1я другого приближеннаго 
равенства ^ 

а Ф , 

математическое ожиданхе квадрата погрешности котораго равно 

Кл 

1п ' 

Если же, съ целью лучшаго определен1я числа а, мы по- 
желаемъ воспользоваться всеми пч-т равенствами 

афа\ афа",...., афа<^ афа^**^^. . . ., а ф а<'*-*-'^>; 
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то должны буденъ такъ илв иначе установить величину о 

к, 

*» 

Начиная съ просгЁЙшаго предположев1я, подожвиъ 

Тогда совокупность всбхъ кн-т р&венствъ 

а фа, а фа", , аф о<"'^'"> 

доставить наиъ такое равенство 

для котораго иатеиатическое ожидав1е квадрата погр^ 
будетъ выражаться дробью 

к, к, 

Заи^твиъ, что равенство 

, а'ч-о"-»- . ..-но"'-'-'") 

» + й^^п» 

ножетъ быть получено вакъ с^^дств^е двухъ равевствъ 



в11са которых1> пропорщональны числаыъ пит; такъ ка 

о' -ь в" -н -*- а'") а(»-^")-|-,...-н1('»- 



Въ тоиъ же случа^^, когда иы вн^емъ основашя 
ваться въ нравильности допущен!» 

А] = ^а , 
возникаетъ вопросъ о лриближенвомъ вычнслев1и чиселъ 
Мы уставовинъ общую «ориулу для приближенна1Ч] 
слешя величинъ нодобныхъ к^лк^. 



1 



Въ црии'Ёвен!!! къ разсиатриваеноыу случаю эта Формула 
гь два приближенныхъ равенствъ 

к^фк^ ж к^фк',, 

)сновав1и которыхъ мы будекъ считать отношеше -^ , не- 
ктныхъ чиселъ А;,иА„ равнынъ отношению -р-у взв'Ёствыхъ 
!лъ к'1 и к^. 

Приписавъ отношен!» у- опред^леноую велчвну -^ ны 
[еиъ уже воспользоваться совокупностью вс^хъ » -^ т ра- 

а фа', аф а", . . . . , аф а "'*^' 

вывода ВОВОЙ приближенной велнчиаы а. 
И, если иатенатичессия ожидаи1я квадратовъ погр1!шиостей 
■вчвыхъ нрвблнженвыхъ равенствъ иы станеиъ выражать 
^яии съ однинъ и тЪиъ же числителеиъ^р то ноженъ вгкъ 
даго иэъ равенствъ 

а фа', аф а" , о ф а'"* 

гать равнынъ единице, а в'Ьсъ каждаго язъ равевствъ 

офо'"*'', афа^'*-^\...., офа*"-^™' 

гать равнынъ отношенио -р- , въ силу тожества 

Прн таквхъ у&10в1якъ изъ совокупности и -ь т равенствъ 

офо', офо", , офо'"^' 

выведеыъ новое равенство 

о'ч.а"н-....ч-а1" *-|)- <а!"*')-ь....*а("-™>) 

0+ Не! ' 



"1 -V •• 



- ■ Лч" 



«3 
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в'Ьсъ котораго равенъ 



п 



*Г 



^-К' 



Лосгккаее равенство можетъ быть выведено также изъ двухъ 
равенствъ 



«Ф 



.'/ 



м 



п 



и аф 



а^п-^-г) 



а{П'^п1) 



т 



в'Ёса которыхъ пропорцюнадьны числаиъ 



пят 



Нам^тивъ ц'бль дадьЕгбйшихъ вычисленхй, возвратиися къ 
общему случаю и соответственно приближенному равенству 



аф 






ПОЛОЖИМЪ 



И 



«/.= 



Н = 



1)' а' -*-!)" а" -ь. 



р(")а{«) 



// 



р'и -Ь1)"и"-*- 



.р{п) 



.// 



)(л; 



I 

I 



(25), 



Примгьчанге. Если мы будемъ разсматривать суммы 

какъ Функцш перем'бнныхъ ^ и а^, считая веб остальныя вели- 
чиныу ВХ0ДЯЩ1Я въэти суммЫу числами данными; то Формулы (2 5) 
опред'блятъ значен1Я § и а^у которымъ соотв'Ётствуютъ наимень- 
шая величины суммъ 

Сл']&довательно величина а^, которую мы принимаемъ за но- 
вое приближенное значенхе а, сообщаетъ наименьшую величину 
сумм^ квадратовъ 

отсюда и происходить названхе «способъ наименъшихъ квадра- 
товъ». 

15* 



' » 



V ^ 1. 



''Й 



-** 
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Мы докажет», что математическое ожидаше суммы 



равно 



(п— 1)Л. 



Ддя этого на основашн равенствъ 

г^,*" (и<'' — а) = (5 — а) Е^? 



(О 



и 



2^, *)(««)_ 5) = о, 



посл'&довательно получаемъ 

2 рС) (а« — 5)* = 2;><'> (м<'> — 5) (м<" — а — ^ -♦- а) 

= 2/ ' («<'>— о — 5 н- а) (м^*» — а) 



5) 



= Хр^*) (•*«<" — а)« — (5 — а) Х:1)<" («<*> — о) 
= г!*^'» («<*> — а)» — (5 — а)> гр^; 

и затЁмъ, принимая во внимание, что иатеиатическ1я ожидашя 

произведен1й 

р(«) («(')_ о)1 и (^ — а)« 2 р<'> 



равны А;, изъ равенства 



^р^) («(О _ С)> _ 2 ^,«) („(О _ в)2 — (5 — а)« 2|) 



(О 



выводимъ 



м. о. 2:|)« (и<'> — 5)* = м. о. 2|)« (и»— о)»— н. о. (5 — а^ 1.р 



8 V «(О 



Итакъ 



= иА — й = (и — 1)Л. 
м. о. 2^'' («<*) — 5)* = {п—\)к 



(26). 



Равенствокъ (26) пользуются дая прибднженнаго вычисденгя 
числа &^ зам'&няя въ л'ёвой его части математическое ожидаше 



— 229 — 
суммы ^ 

тЬмъ частнымъ значен1емъ ея, которое соотв^тствуетъ резудь- 
татамъ наблодешй. 

Такимъ образомъ получается равенство 

А^Ф ^^УГ'^' (27), 

свободное отъ постоянной погр']&шности. 
Разд'Ьляя число 

2р(0 (о(|)_ дд)2 

на в'Ьса приближенныхъ равенствъ, получимъ приближенныя 
величины математическихъ ожидан1й квадратовъ ихъ погр']&ш- 
ностей. 

Наприм^ръ 

1рИ) (о(>) -^ ао)« 
. (П-1)2:р(») 

будетъ приближенною величиною математическаго ожидан1я 
квадрата погрешности равенства 

а =1= ал = • 



• • > 



Въ частномъ случа'Ё^ когда вс^мъ равенствамъ 

а ф а , а Ф а", .... , а Ф а^"^ 

мы приписываемъ одинаковый в'бсъ, им^емъ 

«0 = и 

И согласно Формул'Ь (27) для математическаго ожиданхя квадрата 
погрешности каждаго изъ данныхъ равенствъ 



афа, афа',...., афа^ 



(Л) 



{аеиъ приближеввую веичяну 



*; = 



аМ- 



1'-«.о"-#- -*-в(")1в 



2 {' ;; ! 



1 



1одобвыыъ же образоыъ, разснатривая рядъ другихъ ра- 
гвъ 

[)ымъ мы также ориписываеиъ одиваковый в^съ, для уате- 
ческаго ожвдавш квадрата погрешности каждаго изъ вихъ 
чаеиъ ариближеввую величину 

■^ ( (^,_ а("-и)-|-я("-«-а)-н. . . .н-а^''-и«) 1а 
' Ш— 1 ' 

^ = п-1- 1, «-1-2,. . . , и-нт. 

Гакииъ образомъ иы уставовили освоввые эдеиенты способа 
евывихъ квадратовъ для случая одвого неиэв^стнаго. 
]верхъ того часто разсиатривають В'Ёролтыоств различвыгь 
положевш о величин'^ погр'^шности получаеныхъ приблв- 
1ыхъ равевствъ. 

1усть будегь Д неизв^Ьстная наиъ погр-Ьшаость одного изъ 
аствъ, подобныхъ равенству 

а фа' ала а ф Од 
;ть вычислена приближенная величина натематическаго ожв- 
I квадрата Л по указанноиу выше способу, или ивыиъ пу- 

)бозначииъ найденное нами матеиатическое ожидан1е А' 
зю А и допустимъ, что в-§роятность неравенствъ 

с < Д < (?, 
1юбыхъ значен1яхъ сад, выражается интегралоыъ 



'%.-■ 



4 в [Л числа постоянныя. 
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Тогда постоянный ^ и [х опред'к1ятся двумя равенствами 



.-♦-оо 



— 11^2 



Г Ае ^ с1х = 1 и Г 



.-*-оо 



— 00 



Аа^е ^ с1х = Н, 



— оо 



который приводятся къ сл'Ёдующимъ 



откуда находимъ 






[х=— - и А = 'г=' 



Соотв'Ётственно этому за вероятность неравенствъ 
нринимаютъ интегралъ 



1 г -^ 
>^2Лтс I ' 



который приводится къ 



с 
д 



1 Г/2Л —^2 



Л/З, 



У2Н 



посредствомъ подстановки 



2Н 



= г'. 



Заг]&мъ, чтобы оправдать указанное выражеи1е в']^роятности, 
разсматриваютъ погр']^шность А какъ сумму многихъ независи- 
мыхъ погрешностей и ссылаются на приближенное выражен1е 
вероятности, что сумма многихъ независимыхъ величинъ заклю- 
чается въ данныхъ пред^лахъ, приведенное нами въ четвертой 
главе. 

Другое оправданхе того же выраженхя вероятности основано 
на соглас1и его съ наблюденхями. 

Для разъяснен1я, въ чемъ усматриваютъ это согласхе, поло- 
жимъ, что п наблюден1й одинаковаго достоинства дали для не- 
известнаго числа а значен1я 



а , а , . . . ., а 



(н) 



1> •■ ,. 



■4- •>> 



: : •'.*:-' 



,л>:> 



V; N 



./ 



» < Л' 



/ 



м^ 



-»|' 



I' с у* 



'. ч' 



-^ Г* 
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При бодьшихъ велитанахъ п за истинную величину а при 

нимаютъ 



П 

И соответственно этому считаютъ разности 

а^*' , при г= 1, 2. . . . п, 

погр'Ёшностями набдюдешй. 
Дал^е подагаютъ 

и считаютъ двоякимъ образомъ число погрешностей, лежащихъ 
въ данныхъ пред^лахъ. 

Именно, съ одной стороны, считаютъ число разностей 



«(*>. 



П 



который лежать въ данныхъ пред^лахъ; а, съ другой стороны, 
на основанш теоремы Бернулли и указаннаго выше выражешя 
вероятности неравенствъ 

допускаютъ, что число погрешностей, лежащихъ между с ш д 
равно 






^^ 'сУ2А 



И во многихъ случаяхъ такхе два счета даютъ для числа по- 
грешностей одинаковый или близк1я величины. 

Вместо математическаго ожидан1я квадрата погрешности 
часто разсматриваютъ среднюю квадратичную ошибку и втьро- 
ятную ошибку. 

Средняя квадратичная ошибка, равная корню квадратному 
изъ математическаго ожиданхя квадрата погрешности, при еде- 
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ланношэ нами предположен1И приведется къ 

УТ. 

А вероятная ошибка опред'1дяется условхемъ одинаковой в'Ь- 
роятности предположен1я, что числовая велчина погр'бшности 
меньше в']^роятной ошибки, и предооложешя, что числовая вели- 
чина погрешности больше в'Ьроятной ошибки. 

Бели по прежнему допустить, что вероятность неравенствъ 

с<Д<д, 

при любыхъ значен1яхъ с я д^ выражается выше приведенньшъ 
интеграломъ; то вероятная ошибка выразится произведенхемъ 

где число р представляегь решев1е уравнен1я 



откуда находимъ 

-^ = 0,47693 и р = 0,67448 

Въ виду такихъ определенныхъ соотношен1й между матема- 
тическимъ ожидашемъ квадрата погрешности, среднею квадра- 
тичною ошибкою и вероятною ошибкою, въ каждомъ частномъ 
случае достаточно разсматривать одну изъ этихъ трехъ величинъ. 

§ 36. Случай многихъ неизвтьстнихъ. 

Переходя къ случаю многихъ неизвестныхъ, положимъ, что 
требуется найти т чиселъ 

а^ , а^ , . . . . , а^ 
и что наблюден1я дали приближенный значенхя 



Л',' а, -^'Аз 0,-н . . 



*-А''а„ 



Л';*о,-1-Л'а*<Ь-< 



-<*«т. 



1выхъ относитедьво искоиыхъ чиселъ. 
й)ЭФФН[центы А этнхъ п выражений ны аредаолагаеиъ чн- 
в данньши. 

^Саждое наблодев1е иы будеыъ аопрещвену разсиатрввать 
частвыб мучай ивогвхъ вабдюден1й. 
Ноотв^тствевно атоиу рядонъ съ каждымъ чнсюиъ &^\ ко- 
е доставлено наблодеа!емъ и представдяеть арвблвжеввое 
Ш1е суины 

АН^а^-*-А^^а,-^....-^-А^2^^т^ 
>удеиъ раэсиатрввать воэножвый результать 



же ваблюден1я. 
3,ад^е мы будеиъ предполагать, что равевство 



^({'а.н-^^Чн 



- ^(Лд^ ф ьй 



одво отъ постояввой погр'Ьшвоств; другвив словами будеиъ 
ать матеиатвческое ожидав1е числа и'-'' равнымъ суни11 

Стеоень достоввства ариближенныхъ равенствъ 
А", а, -^- А, а, -^' . . . .ч-А^а^фЬ' 

А[' а^ч-А'з а^ч-. . . .ч- А'^а^фЬ" 



^';'о1-нЛ'х-ь -*-^';;'о„фЬ<"' 



(28) 



^-*ч^ 



■^,-*т& 



^-''--^ ;•*.*♦ 
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мы будемъ оценивать ихъ в^^сами 



полагая 



Ру р , 

м. о. [г*^''^- 



, Р^\ 



ит — 



с">] 



)0') 



при 



с^'>=Л^ра,'^Л^а^' 



• • > • 



■"ш т 



(29) 



(30). 



Наблюден1я мы будемъ предполагать независимыми для того*, 
чтобы математнческ1я ожиданхя произведен1Й каждыхъ двухъ 
различныхъ множителей, изъ совокупности 



и — с, и 



гг 



с7,<»«*| и "^ с 



приводились къ нулю. 

ЗагЁмъ мы разсиотримъ отдельно два предположен1я. 

Начнемъ съ предположен1я, что намъ неизвестно никакихъ 
соотношен1й между искомыми числами 



^1 ) ^2 5 • • • • ? ^ 



ш* 



Пусть а^ означаетъ одно изъ искомыхъ чиселъ. 

Для вывода, изъ равенствъ (28), приближенной величины 



а^ вводимъ вспомогательные множители 






И полагаемъ 



г/ 1П 



а^г^гХ Ь-^Х'Ь 



\(п)1(п) 



(31). 



КоэФФИЦ1енты 



л, Аа>».*, Л 



мы подчинимъ такимъ же двумъ услов1ямъ, какъ и въ случа^!^ 
одного неизв']^стнаго. 

Первое условхе состоитъ въ томъ, чтобы изъ установленныхъ 
положешй несомненно следовало^ что равенство (31) свободно 
отъ постоянной погрешности. 

Въ силу этого услов1Я мы разсматриваемъ только так1я со- 
вокупности чиселъ 

л, л,..*., л , 









.4^. 



14 
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для каждой изъ которыхъ выполняется равенство 

м. о. (X' «' н- Г ««"н- .... и- V» г*<"') = о, 

I 

при производьныхъ значен1яхъ 



Но 



^1 ) Лд , . • . . , а^ш 



м. о. (ХЧ*'-ьл"«"-н. . . .-*-Х<"'и<">)=Х'сн-Х"с"-ь. . . .-ьХ<»)с<"' 



и 



с<л = ^'Ла^^^У)а^н_...._н^01в 



поэтому равенство 



м. о. (к'и'-^Ги''^. . . . -н Х^'*) и^")) = а, 



приводится къ следующему 



/ -. ^ 



^/ ч '/ 



(^;х'-н^,'х 



/ % ^ 



(лх 



^;' X" 



• • • • 



• • • • 



^(:'Х<-))а, 



> =а, 



(^;.х'-н<х"-.-....-ь<>х^->„ 



которое въ виду произвольности чиселъ 

^1 ? ^2 ,...., л 



т 



разбивается на т равенствъ; а именно, должно быть 



// -ч // 



а: V -ь А'; X 



и 



// ^// 



А', X -ь Л'/ X 



• ■ ■ • 



^(.п) х(») = 1 
л<:>х<">=о 



гд'Ё » означаетъ любое изъ чиселъ 



(32), 



кроме 2. 

Второе услов1е состоитъ въ томъ, чтобы в^съ равенства (31) 
быль наибольшш. 
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Мы найдеиъ этотъ в^съ, разсиатриван иатематнческое 
дан1е квадрата разыиств 

гд-1 

5, = X' и' -н X" м" -ь . . . . -•- V"» м*-* 

Что же касается развести 

то она равна 

X' («' — с) ■+- X" («" — с") -*- -ь Х*"> (м'"' — с*"»); 

ибо 

о, = X' с' -I- X" с" -I- -н X'"» с*"'. 

Поэтому 

(5,— а,)»=Х'Х' (м'— с')»-*-Х"Х"(м"— с7-*----^->^*"' Х*"*{«'"'- 

-+- 2Х' X" (и' — с') («" — с") -ь . . . . 
и 

«. о. {$,-о,)« = *|--^^^ -+-.... н-^; 

следовательно в^съ првближевнаго равенства (31) выра» 
дробью 






какъ и въ случа'Ь одного неизв^стнаго, и достигаетъ своег) 
большаго значены тогда, когда сумма 



достигаетъ своего ваименьшаго значен1Я. 

Мы пришли такииъ образомъ къ сд^д^'ющей задачи. 
Изъ разлнчньтъ совокуаностей коэФФиц1ентовъ 



X', X",...., Х<% 
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удовдетворяющихъ усдов1Я1гь (32), найти ту, для которой сумма 






1Г \гг 



\"\ 



^г 






достигаетъ своей наименьшей величины. 

Чтобы применить къ этой задач1^ известный способъ вспо- 
могательныхъ множителей, составляемъ выражен1е 



гд* 



8=\Т-^.,Т, 



' л' 



Г = — 



Х'Х 

г 



и \ГГ 



Х"Х 



^1 = 



Р 



р 



ГГ 



Р-а -^2' • • • 1^т -'т ' 






• • • • 



а; X" ч- .... -4-^<?) х(">, 



/ -\ г 



/ / -ч '/ 






коэФФИщенты же 



^•1 ? Рт> » • • • • ? (^т 



представляютъ вспомогательный неизв^стныя. 
Считая числа 

постоянными, а 

л, Л,.*.а, Л 

перем'^нными, согласно известному правилу приравниваемъ нулю 
производный отъ /8^ по каждому изъ этихъ переи'Ённыхъ. 
Мы получаемъ систему п уравнен1й 



р' 



— («ч Лх-*- Щ Ла-н .... и- (л^ А^ 



= 1«.1^1'-+-1Ч^'» 



{^«^ 



// 



т — т 



Х(») 



^„, = ^1Л<';>-4-(Ла^<;)-*-. . . .-ь(л„^5;;> 



(34), 



которая ВМЕСТЕ съ прежнею системою т уравненхй (32) должна 
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служить для опред'ЬленЕЯ пч-ш чисехь 



Для р'1шен1я составденныхъ нами уравнен1Й подставляемъ 
въ уравнешя (32) выражен1я 



черезъ вспомогательные множители 



(*П \^2У 



• • • • 



!*«» 



достаыяеиыя ураввен1яии (34). 

Такая подстановка приводить къ систеи! т уравневЛ 



^1, 1 I»-. -*- ^1, I 1*а 



^1,т ^^т =0. 



б',-!,! ?*1 -^- б';-!, 8 (*2-*- • • 


• • "•" ^1—1, т И'т — "» 


^З'/,, [^ -*-^1,9 1^ш -^•• 


••-^^/,т 9-т ='» 


<^1-»-1, 1 (*1 -+- ^/-м, а I*»-*- • • 


• • -+- <?|ч-1, т {*« — 0> 



^т,1 1^1 -+-^т,« 1*2 



• • • • 



а 



Ш) т ~т 



(*« =0 



(35), 



коэФФИЦ1еиты которой определяются по Формул'Ь 
Зам'1тимъ, что определитель 



(36). 



д = 



"'1, П ^1, $?•••> ^1, 



Ш 




^т, 1> ^т, а»* • • • > "т, т 



(37), 



составленный изъ всбхъ этихъ коэффищентовъ, долженъ, на 
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основаши теоремы уиножешя опред^лтедей, быть равньшъ 
сумм'Ь квадратовъ всбхъ системъ т^ элементовъ, которыя полу- 
чаются изъ системы 




4 Ур' , А'^ Ур" , ^7 У/; . . . . , ^<? У1><-) 



^ж >"!>'. ^я;"»"/. <^/',...., ^<->у^,с-) ] 



М) 



посредствомъ вычеркивашя п — т столбцовь, есл только 

п> т; 

есл же п < т, то опред'Ьдитель А равенъ нул>. 

Поэтому для существоваехя одного и толко одного р'бшешя 
поставленныхъ нами уравневШ надо исключить изъ разсмотргЬн1я 
какъ тЬ случаи, когда п<,т^ такъ и гЬ случаи, когда при п>1» 
обращаются въ нуль опред']^лители вс'1^хъ системъ т' элемен- 
товъ, которыя получаются изъ {А) посредствомъ вычеркивашя 
п — т столбцовъ. 

Необходимость исключен1я такихъ случаевъ можетъ быть 
установлена независимо отъ излагаемыхъ нами пр1емовъ. 

Она вытекаетъ изъ того обстоятельства, что въ исключав- 
мыхъ нами случаяхъ по данньшъ велчинамъ суммъ 



А[ ах -+- А'^ й 



2 



А1^а^ 



^<?«1-Ь^^?05 






нельзя опред'Ёлить искомыхъ чиселъ 
Изъ вспомогательныхъ множителей 



[Х| , Р^ } • • • • } [Ад^ 
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особенное значеше ии'1еть [л^; такъ какъ дробь. 

1 . 

выражаетъ в'Ьсъ приблженнаго равенства 

есл коэФФИщенты 

определены выше установленными уравнешяии. 
При другихъ же значетяхъ 

У У^ МП) 

/ч* 0\ л т • • • • 'ж • 

удовлетворяющихъ только уравнешяиъ (32), в^съ равенства 

а, ф X' Ь' -4- X" Ь"4: . . . : -+- Х<") Ь<") 

будетъ меньше — , какъ иы сейчасъ докажеиъ. 
Пусть въ саиомъ д'§лё совокупность чиселъ 

будетъ р^шешемъ системы уравненш (35). 
Подразум']^вая затбмъ подъ 

л, А у т • • • у Л 

перем1^нныя числа, обозначимъ символами 

значен1я этихъ перем^нныхъ, опред^ляемыя уравнешями (34); 
иначе сказать, положимъ 



при 

г = 1, 2,. • • ., п. 

16 




Пря такнхъ уиов18хъ выр1 
иощетъ быть представлено по; 

2р' 21)" 

"г^ К 

V 1 

Съ другой стороаы вм^енъ 

„_1/11'1' 1-'1" 

«-?(-7-ь-рг- 

ВО вс1^ъ С1учаяхь, когда числ) 

удовдетворяють вышеуспшовде 
Сл{и(овате1ьво для всякой с 

V, X",. 
которая удовлетворяетъ уравне 

2р' 2р" • • • • 2р(*) 



откуда при 

Х' = Х\ Х" = Х^ 
выводннъ 

Р' Р" 

Отсюда нетрудно также з 
наииевьшую велвчину, которой 
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при соблодешя уравнеши (32); ибо сумма 






X" X" 



у'Г 



• • • • 






равна |1.| по доказанному, сумма же 



2р' 



• • • • 



2р(«») 



не иожетъ быть чисюмъ отрицательнымъ. 
Итакъ изъ всЪхъ равенствъ 

о которыхъ на основаншнапгахъданныхъ и у сдовШ можно утвер- 
ждать, что они свободны отъ постоянной погр-Ьшности, наибодь- 
шимъ в^сомъ отличается то, коЭФФИщенты котораго 

определяются уравненхями (34) и (35); и этотъ наибольшШ в-^съ 
равенъ дроби 

1 

Посл'Ёднюю же дробь, знаменатель которой опред'Ьляется 
изъ системы уравнен1Й (35), можно при помощи обозначен1Й 
теорш опред']^ителей представить отношенхемъ 



гд* 






Нг= 



^1, 1 >••••> ^1, /—1 ? "^1, 1-ы 



) • 



•» ^1, 



т 



т 






16* 
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,аIьн^№IIиxъ выводахъ нанъ потребуются ■ ^ф7пе ня- 
рваго порядка, опред^дитеи А. 
юииииъ, что при помощи своихъ ииноровъ ооред^^лтель 
шется суниамн: 

ще Д, I означаеть прояэведеше { — 1)*"*^ на опред*я- 
[учаень^й изъ А посредствоыъ выче1шиван1я столбца 

в,^ „ в,, в,_ „. 

юивииъ также, что каждая суниа 

О,, , \1-^вц , \у-ь • ■• • +б,, , ^Я 
два различныхъ чииа взъ совокупности чиседъ 

1, 2, 3, . . . . , т, 
гея въ вуль, равво какъ и суииа 

(нецъ нетрудно установить равенства 

дств1е сиыиетричности определителя А. 
:ъ, полагая 

с?=Х'&'-1-Х"Ь"н-. . . .-нл'"Ч^''* (38) 
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и опреккляя коэФФИщенты 

уравнен1яии (34) и (35) при раздичныхъ значешяхъ 2, мы мо- 
жемъ получить прибдиженныя величины 

для вс']Бхъ исконыхъ чиселъ 

Т*]^ же самый приближенный величины могуть быть опред!;- 
лены одною довольно простою системою уравнен1й. 

§ 37. Им^я въ виду придти къэтой системБ, составимъвы- 
ражешя 

и } (39), 

первое изъ которыхъ означаетъ сумму 



второе же получается изъ перваго черезъ соотв'1^тственную за- 
мену 

§1) 5я? • • • • 7 Ъ|||9 ^5 и , . . . ., гс- 
числами 

Мы будемъ разсматривать выраженхе У7 какъ Функщю пе- 
рем'Ённыхъ 

а выражеше Ж^ какъ Функщю перемйнныхъ 
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считая постоянными не только данный числа 

р\ р",----, р'-"\ Ь', 6". .... 

({ценныя числа 

и', и", . . . . , м'"' . 

:ихъ услов1яхъ не трудно уставов! 
наименьшей величины для гЁхъ . 

юд'Ьляются уравнен1яии (33), (34 

г=1, 2, , т, 

'О достигаеть своей наименьшей ; 

)ед^ляются ураввен1яни (34), (35 
язательства орнравввваемъ ^лк 
по 

5,. 5. 5,. 

киъ систему ураваен1й 

••-^'?».,1 5«=^;р «'-»-.... -ь 

□режнеиу означаегь сумму 
41 А'^-ь-р" А'^ А"^-*~ . . . . -(-^>'"* 
ИСТ8И0Ю определяются тЁ значен: 
5.. 5. 5«. 
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для которыхъ выражеше IV достигаетъ своей наименьшей ве- 
личины. 

Прцдавая загЬнъ букв^ I прежнее значете, можеиъ изъ си- 
стемы уравнешй (40) исключить ьс/к неизв'Ьстныя 

кром'Ь ^|, при помощи т^хъ же множителей 

которьши мы пользовались раньше. 

Д'1йствительно изъ уравненхй (40) легко вытекаетъ урав- 
неше 



1*1 (^1, 1 ^Х^-'-^^т, 1 ^ 



^ (Л1> и+..-^^^Г^У"^«*^-0 



>=< 



[А, {Л;р' и'-*-, .+Л">1><") «<">) 



1*Ж (^1, М П"*"""*"^!!!, т N1»' . 



\^(Л1р'и-^..^Л^^р^^и^% 



которое въ силу уравнешй (35) даетъ 



5/ = 



I -*-(М^Г^"Ь|1,Л"^-|-..-Ь1ч,<->)|^<'*>и^"> 



Сравнивая последнее выражен1е ^^ съ выражен1емъ ^^ опре- 
д-Ьленнымъ Формулою (33) и равенствами (34), тотчасъ убежда- 
емся въ тожественности этихъ двухъ выраженхй ^^ . 

Итакъ установленныя раньше Формулы и уравнешя опред^- 
ляютъ т^ же величины 

какъ и система (40). 

Нашъ выводъ сохраняетъ силу, каковы бы ни были значе- 
ны чиселъ 

г* , и , . . . . , г*^ \ 



уча')^, когда 

Ъ\ и" = 6",...., и<" 

ю выражев1е Ж" дйю 
■егачины прв тЁхъ зва 

о?, о2,...., а1, 

рыхъ иы эавяиалсь в 

иьствонъ объясняется 
въ; ибо И^° представл 

[^а\'*-Л^а%-^-. . .ч-А 
ныя числа 

■о?, а»,...., <, 
шньши велтананв дм 

а^, а, , . . . . , й^ , 
1Ы нзъ одыой системы ; 

5,, 5, , 1„, 

иваии 

«', и",...., и'"' 
34) н (35), удовлетвор; 






< ■ « 



У } 
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Разсматривая наконецъ вийсто 

разности 

м' — с' = »', и" - с" = у", . . . . , !*'"> - с«"> = 1/") 

иожеиъ установив уравнешя 

^З^!, 1 11 -*- б',, 1 1» -+- -*-^«,1 '1* = <^1 

^1, а 11 -^ ^9, 8 1а-*- "•- ^«, 1 1т = "1 



^1, « 11-»-/Э'а,« 1а- 



• • • 



в 



М| 911 «Щ 



1«=<й 



т 



(42), 



гд^& вообще 



\Г 9 -7 



// п п 






^(п)^,(-)^(||) (43). 



Эти уравнешя посдужатъ намъ для вторичнаго опред'Ьденхя 
в^совъ прибдиженныхъ равенствъ 

а,фа;, а,фа;, , а^фа2,, 

иначе сказать, для опред^ден1я отношен1Й неизв^стнаго числа к 
къ иатематическимъ ожидан1Ямъ величинъ 

Ч! = (51 — в^1)', >)а = (5а — «аЛ-., "Ч^ = (5« — «т)^• 

При помощи гЁхъ же уравнен1й мы покажемъ^ что матема- 
тическое ожидан1е выражен!» 1? равно 



если 



связаны съ 



(п — т) Л, 

^1 , Сз 9 * * * * 9 2 



// 



п , г* , • . . . , «* 



т 



С) 



/ > 



{ < 



У' 



Л 



г Ш 



'4\ 



\1 



1 »■ 

«Г 



■ *■*? 



А 

^*1 



^15 



.-%5 



< ;.< 









уравнен1ями (40), какъ мы и преднолагаемъ* 
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Для наи^чеваой цЪде изъ ураввевМ (42) вы» 



гд^Ь А В Л^ У яи^ють вышеустааовлевный сиысл' 
Поивоживъ затЬнъ об'Ё части равенства 

ДЧ1 = Д1, 1 ^-.-^- Д|, 8 «1-*- -ь Д|, ™ 

ва ы^ н 1),, полутаенъ два равенства 

Дм^ ч, = Д,, 1 «у в, -*- Д^, , «, «а-»- -^ Д^ 

н 

Д\Ч;=\1 «11(-^\|"11(-^-- •■•-+- Д* 

который дають возможность свести разыскавхеш 
ожадан1Й 11роиэведен1Й 

къ разыскание иатеиатяческвхъ ожндощй пронэв< 

А провз8едев)е ш^ ш. равное 
(А^р'V'~^. . . .-*- Л*;'р'" г*"') (^4ур'в'-н. . . .4- 
приводится къ суммЬ 

X ^ (р'V)'^^-А'; А'; О" »")'-*-. . . .н-^'? ^*: 

в таквхъ оровзведешй, каждое взъ воторыхъ сод( 
ностоянныхъ, два разлчныхъ водачества снстень 

Поэтину натеиатическое ожвдан1е нровзведе 
аовово съ натенатичесЕИнъ ожадаааенъ сунны 

^ л; (р' ру н- Л'; Л';- (р" »7-«-- -•■-*- -**? -4*: 



\ 
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пос1'1днее же, какъ нетрудно вид'Ьть, равно произведевио чвсда 
Ъ на сумму 

р'А',А'^-*-р"А'; А'; -ь . . . .-нр(")^(«|)^<;\ 
которую МЫ обозначаемъ симводомъ 

С^г6довате^ьно 

м. о. щ соу = кО^ у 
и потому равенство 



даетъ 

Д (м. о. <о,'Ч,) = Д,^1 (м. о. (Оуа)1)-н -ч-Д,^^ (м. о. а)уа)^ 

* Отсюда заключаемъ, что математическхя ожидашя провзве- 
детй 

^1 Чп <«>2 Ча» I ^т Чт 

равны &, математическ1я же* ожидан1я другихъ произведен1й 
гд'Ь ; отлчно отъ 1^ равны нулю; ибо 

И 

если ^ не равно I. 

На этомъ основанш изъ Формулы 

Дч,Ч< = Д/,1<«>1Ч<-ьД,^аа),71,-ь....-*-Д, ^ь>^Щ 
выводимъ 

Д (М. о. Ч, Ч,) = Д,, , (М. о. 0)1 7)^) -4- . . . .-ЬД^^^ (М. о. 0)^1(1^) 




■|^^ »), == и. о. (5, — о/ = 

'ическое ожЕ1дан1е квадрата 
тва 

1велен1еиъ 



;ъ равенства 

а, ф а,« 

ю 

д 

I другинъ оутенъ. 
выраа[ен!ю 

арострашогь принятое на 
югичныя Ж; ииеыно суин! 

л'И изображать токъ 



», ^1 , ^а, . . . . , ^^, м, с, 
^4,, ^,. , . ., ^^, и, с, 

, , 5„, о,, а,,.... 

. постоянаыгь. 
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Да^^6е за1г1тимъ, что въ ему равенства 

должно быть 

Л^ ^х-ь^'^ 5»-ь....-4-^У? 1,-^^^А^ У1г-^....-*-Л^ »»- ь^^ 
Поэтому ^V совпадаетъ съ суммою 

Оъ другой стороны, аростыя выкладки носл^^доватедьно 
даютъ 

— 2^)^; (^, 71,-4- -^А^ ')«--«') • 

= — 2рV{Л^ц^ч-А^^^,-^-....'*~А^У^^—V) 

= 21и;«— », 21)^, «; — К), 2^р ^, !>—....— т)^ 21)^1^ «> 

= 2^)»• — 7),©, — 7)2 ©а—. . . .— >)„о«; 



ибо каждая изъ суммъ 






2р ^4 (^1 У)1 -+- ^^ 7)2 -#- . 


. . .4- А^У1^- 


-V), 


22>4| (^1711-1-^1(12-*-. 


. . . 1 Л^ 7)^^^ 


• • * 



равна нулю согласно уравнен1ямъ (42). 
Сл'&довательно 



ТГ= 2рЬ^ У]1 0)1 7), (Оз .... 7) 

и 



(О 
т т 



м. о. ^V=2V^.о.рг^ — м. о. 7)1(01 — у^.о.ц^ю^ — .... — м. о. 7)^^(0^ 
= (п — т)к; 
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какъ иатеиатвческое оаиЦАн1е каждяг 

р'ь'ь', , р<*> (/^ »*">, Т1,«„ ч,о„ 

) ЧИС1У 1е, 
Е>ор11у^а 

и. о. Ж=(« — »»)й 

ить освовашеиъ для прЕблишеннаго ра 

юказываетъ, что приближеваое равено 
}янвой иогр^шности, причемъ ^7^ по : 
1 

Н-. . . .-•- ^)<"' (.!':> а; -*-... .-н ^<:' 

Зыражен1е ТГ" содержать крои'! данвы 
1ества 

(^,а\, ,а1, 

рыя ыогуть быть найдены изъ урашен 
1;д{1довател>ЕО вепчвну }Г<* можно вы 
зонъ с1уча-1 и нотоиу, пользуясь равен 

[Н'1еи1> возиожность найтв првблвжеЕнг 
I но Формуле (44) иожеиъ найти пр| 
иатическихъ ожидан1Й квадратовъ погр 

^1 Ф "? ) «а Ф <^3 1 ■ • • • > <*■ 

юленныхъ снособоиъ наиыеньшихъ квс 
Накоаецъ, если въ тоыъ встр-Ьчается 
иатривать и в-Ьроятвости различныхъ о 
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чвеЬ погрешности любого изъ равенствъ 

на основанш соображен1Й, устаповленныхъ нами выше, когда 
р1чь шла о случа*! одного неизв^стнаго. 

§ 38. Положииъ теперь, что сверхъ данныхъ и условхй, до- 
пущенныхъ въ § 36, намъ известно несколько зависимостей 

между 

И подобно тому какъ раньше мы предполагали линейными 
относительно 

тЬ выражен1я, приближенныя величины которыхъ доставлены 
наблюден1ями, будемъ предполагать линейными относительно 

и тЬ выражен1я, точный величины которыхъ намъ известны 
помимо наблюдешй. 

Так1я предположен1я обыкновенно оправдываютъ гбмъ со- 
ображен1емъ, что способъ наименьшихъ квадратовъ употре-* 
бляется для разыскашя малыхъ поправокъ въ найденныхъ, такъ 
или иначе, приближенныхъ величивахъ неизв^стныхъ. 

Въ виду предполагаемой малости чиселъ 

пренебрегаютъ ихъ степенями выше первой, равно какъ и про- 
изведенкями ихъ, и такимъ образомъ вс]^ выражен1я, содержа- 
Щ1Я эти числа, сводять къ линейнымъ. 

Не настаивая па законности приведеннаго соображен1я, за* 
м]^тимъ, что предположенхе о линейномъ вид^& вс^хъ выражен1й, 
величины которыхъ доставляются наблюден1ями или изв'1&стны 
помимо наблюден1й, принадлетитъ къ числу основныхъ, и потому 
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^ете его дишню бы аасъ возиожностн обосновать способъ 
иеньшвхъ квадратовъ ва вышеувазанвыхъ началахъ. 
Пусть кромй приблвжевныхъ равенствъ 

Л'г 0| -»- Ла «а "+*■••■"•" -^1 О. ф Ь' 



(47), 



Л'Т' (Ь -н ^<5> Оа -ь . . . .-+- л*:' а. + 6<" 
ии^енъ V равенствъ 

Д «1-1-1); й( -I- . . . . -4- 1)и Лж = «^^ 

I) н д, съ развыив ввакаии, чвсдя давныя. 

Зат^иъ по^ожииъ, что ва освовавга равевствь (47) кодв-' 

[!В& 

О,, о^, . . . . , о, 

Ено выразв1ъ черезъ 



Тогда, ^о^ьзуясь выражен1еи-ь одавхъ колвчествъ черезъ 
пя в всшючая на этоиъ основав1в 



можеиъ уиевыпвть чвсло веизв^ствыхъ. 
Такинъ образомъ каждая взъ суммъ 

Л*? й, -н ^<а^ Оа -ь -4- Л" о„ 

образуется въ равную ей сумму ввда 

ВХг «,^-1 -ь Д^а 0.^.9 -I- . . . . н- В!? е. -и В^*», 



— 257 — 
гд'Ь коэФФИщенты 

ВПОЛНЕ определяются нашивга данными. 

Ви'1сгЬ съ тЬиъ разыскан1е приближенныхъ значешй т не- 
изв^стныхъ 

^'1 > ^2 > • • • • > ^ш 

будетъ сведено къ разыскан1ю приблнженныхъ значен1й т — V 
кодичествъ изъ п приближенныхъ уравнешй 



ВЙ^, а^1 -ь . . . . ^В<:> а, ф Ь<")-В^->. 



И иы можеиъ обратиться къ разсужденгямъ предыдущихъ 
параграФОвъ, если только уравнешями (47) исчерпываются веб 
известный намъ соотношен1я между неизвестными 

такъ какъ въ этомъ случае между числами 

^у+1 } ^у+27 • • • • ? (^т 

не будетъ никакихъ известныхъ намъ соотношешй. 

После такого уменьшен1я числа неизвестныхъ мы найдемъ 
по изложеннымъ выше способамъ для неизвестныхъ 

приближенный величины 

которымъ будетъ соответствовать наименьшая величина суммы 

17 



ё 










8*-^ 



и. '• . 



К' ■ж 

^ ■'-. ' 

1^- ' 
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равной 



О 






• • 



-^1^2, 



в^—ъу-^.... 






• • 



д:^а:-*-в<">— ь^•>)^ 



Для остадьныхъ же невзв^стныxъ 



^1 > ^Я > • • • • > ^у 



МЫ найдеиъ ихъ приблшенныя величины 



о^ , 0*2 у . ... у а^ , 



подставляя въ выражешя этихъ неизв'&стныхъ черезъ 



^»-И» ^»+2> 



• • • 



•Т ^т 



ВМЕСТО пос^днихъ чиселъ ихъ приближенный величины 






Найденная такимъ образомъ система приближенныхъ зна* 
чен1Й неизв^&стныxъ 



^1 ) ^1 > • • • • » ^« 



удовлетворить всЬмъ уравиен1ямъ 



2);а;-н2);а§ 



ДХ"Ь Д'^ л! 



• • • ■ 



г 



(48). 



1 



Но для всякой системы чиселъ 



Лх ,* Лз , . . . . , Лда , 



которая удовлетворяетъ уравнешямъ (48), должно быть 



и потому сумма 



2р ( Д^х а^, 



• • • • 



в,<ц^в-щ 



\ 
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одинакова съ суммою 



Отсюда нетрудно заключить, что найденная нами система 
чнселъ 

представляющихъ приближенный величины 

отличается отъ всякой другой системы чиселъ 

^ > ^а »••••» ^ш > 

которая удовлетворяетъ уравнен1ямъ (48), наименьшею вели- 
чиною суммы 



Для лучшаго выяснен1я изложенныхъ нами пр1емовъ разсмо- 
тримъ сл^&дующ^й вопросъ практической геометрш* 

Въ прямолинейномъ трехугольник!; ЕРО несколько разъ 
изм^Брены вс^ его углы и получено для угла Е^ въ градусахъ. 
г приближенныхъ значешй 

Е , Е ,•..., Е 
для угла 2^9 въ градусахъ, в приближенныхъ значен1Й 

и для угла (г, въ градусахъ, { приближенныхъ значенШ 

Век наблюден1я мы предполагаемъ независимыми и свобод- 
ными отъ постоянных ъ ошибокъ. 

Придавая сверхъ того одинаковый в^^съ вс^мъ наблюдешямъ 
одного и того же угла, мы получимъ согласно изложенному спо- 
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собу для 

Д Т, О 

схЁдуюпця приближенныя велчяны 

^-ь:ЕГ'-+.....-*-^'') Р'^Г"ч-....-н2г'(«) б^'-*-(?"-4-....-4.(?№ 

; ' 5 ' г 

если только оставииъ въ сторон1& соотношен1е 



Если же желаемъ принять во внииан1е это соотношен1е, то 
найденныя нами числа 



> 



который условимся обозначать для краткости символами 

Д Д ^, 

должно, въ силу изложенныхъ нами правилъ, заменить другими. 
Эти друг1я приближенныя значетя чиселъ 

обозначимъ символами 

11\ Р\ (?\ 
разности же 

назовемъ поправками первыхъ приближенныхъ значешй и обо- 
значимъ символами 

8 {Е), I (П 8 {в). 

Числа 

Е\ Р\ СГ 

ВМЕСТЕ съ поправками 

8 (Е), г (Р), 8 (О) 

получать определенный смыслъ только посл^ того, какъ мы 
установимъ опред'бленныя отношен1я между т&сами наблюдешй, 
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относящихся къ разлчнымъ упамъ 

Д Р, в. 

Устанавливая различнымъ образоиъ эти отношешя, мы, есте- 
стве11но, можемъ получить совершенно различные результаты. 
Зд'Ьсь мы приведемъ дв'1& системы ноправокъ 

Для получешя первой системы припишемъ всбмъ наблюде- 
шямъ одинаковый в1^съ. 

При такомъ услов1и искомая нами система чиселъ 



Это требоваше выражается системой уравнен1Й 

Лго-4-г'^-*- 6^=180 

откуда безъ большого труда выводимъ 

до— ]^ _ ^^0— ^ (Р—а 180 — (Ж-ь .уУ^) 

2. 2. 2. А 1 ^ ^ 

г 8 ^ Г 9 









должна отличаться отъ вс1хъ другихъ систеиъ чвседъ 

1Г, 1^, б», 

удоыетворяющихъ уравнению 

^_ь2?»-4-^=180, 

наименьшею вел чиною суииы 
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»- 



г.^'^ 






ИЛИ, что все равно, 



а(Д)_д(Г) 

1 ~ 1 



д(0)_ 180 — (Д-#-Р-1-д) 



Итакъ, если вс1нъ наблюден1шгь угдовъ 

иы приписываевгь одинъ и тоть же в^съ, то поправки 

8(^, 8(П 1{0) 

первыхъ прибдиженныхъ величинъ 



!**.■ 



этихъ угдовъ представдяютъ три части разности 

180 — (1-1-^^-«-^) 

обратно пропорщонадьныя числамъ 



Въ частности при 



г, 8, <. 



г = « = < 



им'Ёемъ 



8(-Е?) = в(^') = 8(С) = 



1в0-(^Е? ■»• Р -ь 5) 

8 



^■.' 






« 
^»-'.' 



Прежде ч'1мъ заняться другой системой поправокъ, при1г6- 
нимъ Формулы предыдущаго параграфа къ оц1^к'Ь достоинства 
приблженныхъ равенствъ 

Л^фЕ^, г'ф!?^, вфС^. 

Для этой ц']&ли исключимъ число (г, замйнивъ его разностью 

180 — (^Е?-ь2^); 
такъ что наблюден1я угла О будутъ доставлять намъ при- 
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^'г^'ч:?:? 



■ у* 






блженныя велчины разности 

180 — (Е-+-Л. 

Въ данномъ случае выражен1е ТГ ^ предыдухцаго параграфа 
приводится къ суинг! 

(Е»-4-^'<>—18О-н0«^.-.-ь(^-4.2^— 180-4-6^'^)^, 



^и одинаковые, по предположенхю, в'Ьса набдюдешй иы при- 
равняемъ единнц'Ь. 

Соотв-бтственно этому система (41) приведется къ двумъ 
уравнен1ямъ 

11Р'^{8-^() Р^ = 8Р'^{ (180 — ^ 



-;« 






•>:^ 






*.'^ 



1^ 

у 



■■■-*! 



И количества 



Д) \1 и \а 



ооред'Ьлтся равенствами 
Д = 



<, 8-*-< 



= Г5 -Ь Г* -♦- 5^, Д^1 = 5-#-<, Д2, = ^-Ь^ 



Отсюда сл^дуетъ, что вёсъ равенства 



выражается дробью 



а в^съ равенства 
выражается дробью 



Еф1Г 



ГУ "*- г< -н 8^ 



ЕфР' 









^*; 



■"Я 




• л; 



Л1 



л^ 






•• . > 

.•I ■. • - 






> ч ■ 



"» 

. 1 



кУ^ • •- 



о 
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и по анадопи не трудно заключить, что в'Ьоъ р(1венства 
долженъ выражаться дробью 

гв -н г* -+- в« 

Г-1-5 

Въ частномъ случае, когда 



Г = 8 = 1 



в^са всЁхъ равевствъ 



Еф1Р, РфР\ вфв^ 



оказываются равными 



X 



Зг 






т 



л.- 



т. е. половине числа вс1хъ набдюдетй. ' 

Наконецъ число к, выражающее математическое ожидание 
квадрата погрешности каждаго изъ начальныхъ равевствъ 

ЕфЕ\...., ЕфЕ''''\ РфР',...., ОфСГ,...., вфв^, 
вычисляется, съ неизвестною погрешностью, изъ равенства 



Г (Е^—Е^) 
)—2)кФ \ -*-{Е''—Е'\ 



(^Е^—Е')''ч- (Е>—Е'У-*-....-*-{Е^—Е^У 
(г-*-8-*-1—2)кф { н-(^»— Г')»-1-(2?'»— ^'7-ь....-*-(Р'»— 2?"")» 



(н_(^_в')а_^(ея>— б?")»- 



((?«— в"7. 



Другая система поправокъ 

которую мы сейчасъ укажемъ, относится къ тому случаю, когда 
возникаетъ сомн']^н1е, не сл^дуетъ ли наблюден1ямъ различныхъ 
угловъ приписывать различные в^са. 

Тогда для оценки достоинства этихъ наблюдевШ можно вос- 
пользоваться Формулой (27). 
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С!огдасно ей число 

1 |._ 1 

будетъ орибдиженною величиною математическаго ожидан1Я ква- 
драта погрешности каждаго изъ наблюден1Й угла Е^ число 

будетъ приближенною величиною иатеиатическаго ожиданхя ква- 
драта погрешности каждаго изъ наблюден1Й угла Р^ и наконецъ 
число 

будетъ приближенною величиною иатеиатическаго ожидан1я ква- 
драта погрешности каждаго изъ наблюдешй угла О. 
Если числа 

иало отличаются другъ отъ друга, то ихъ разсиотрбнхе иожетъ 
служить некоторыиъ подтвержден1еиъ прежняго предположен1Я^ 
согласно котороиу вс^иъ наблюденхяиъ иы приписывали одина- 
ковый ВЁСЪ. 

Если же числа 

значительно разнятся другь отъ друга^ то ви^сто предположенхя 
равенства вбсовъ всбхъ наблюден1й иожно признать бол^е пра- 
вильныиъ предположеше, что числа А;^, к^^ к^ служатъ верною 
м^рою вышеупоиянутыхъ иатеиатическихъ ож0дан1й. 
При такОлМъ предположен1И в^са наблюден1Й угловъ 

Е, Р, в 

иожно соответственно приравнять дробяиъ 



№| «2 лз 




— 266 — 
Тогда всконая систеиа чисехь 

'детъ отлпаться оть веяной лругой системы чвсехь 

Е°, ^"*, в°, 
•торая удовдетворяеть травнешю 

Е'ч-ро -*-&>= 180, 



значенгемъ суины 

_»_^(2г*— 2?('-')«-1-1(б«'— б')"-ь....-1-^(б»— е'"/. 
Это требоваше выражается уравае1ианв 



1Ъ которыхъ, въ связи съ уравнен1е1гь 

^-^^■«4-6°= 180, 
!эъ труда выводннъ 

9(Е) _ «]Г) _ Мб) __ 180 — (Д-ь1'-ь5) 
к^ — *,—*, — ^^^_. ^ 

Т 8 » Г в * 

Пользуясь зат^Ыъ Д1я опред'к1ев1Я б'Ёсовъ равенствъ 

ЕфЕ°, РфГ*, вфв» 

Биъ же пр1еионъ, какой мы ории-Ёвили раньше, найдеиъ, что 
шерь эти в-Ёса соответственно равны 



ГЛАВА VIII. 



о страхован1и жизни« 

§ 39. Расчеты стоимостей раагачныхъ видовъ страхован1я 
жизни основаны на яоршЪ роста капитала и на таблицахъ смерт- 
ности, служащихъ для исчисленхя в^^роятностей т^хъ или иныхъ 
предположен^ о жизни и смерти людей; ибо эти расчеты связаны 
съ разсмотрЬи1емъ суммъ, который должны быть выданы или 
получены въ различный эпохи времени, въ зависимости отъ 
жизни или смерти сшред'Ьленныхъ лицъ. 

Посредствомъ изв'Ьстнаго множителя, выражающаго ростъ 
капитала во времени, подобный суммы приводятся къ одной 
эпох'6, которую мы назовемъ основнымъ моментомъ времени. 

Относя ВСЁ капиталы къ основному моменту, преврап^аютъ 

капиталь Л въ 

л 

€сли получете или выдача капитала Л посл^дуетъ черезъ п хкгъ 
посл*]^ основного момента времени, при чемъ { означаетъ число 
постоянное и изм'Ьряетъ годовой ростъ капитала. 

Если же капиталъ Л долженъ быть выданъ или полученъ за 
п Лть до основного момента времени, то его превращаютъ въ 

^(1 -+-«)•. 
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Такое приведете капиталовъ вытекаеть изъ увазашВ прак- 
лкв; иы будеиъ его придерживаться и при разснотр^ши иате- 
гатическихъ ож11даа1й прибыл, шли убытка, оредпр1ят1й въ 
■Ёхъ иучаяхъ, когда убытки в прибы^в предпр1ят1Й иогутъ 
)ыть въ рамнчные иомеыты времени. 

На этоиъ основаши нетрудно составвть повяпе о иатеиа- 
пческоиъ ожидан1в орнбыл предпр1ят1Я, приведенной къ дан- 
!оиу моменту времени. 

Посл'Ёднее иатенатичесное огидавхе, которое можно назвать 
тоимостью преднр1ят1Я, служвть ддя р^^ше8^я вопроса о вы- 
одности или невыгодности предпр1ят1я, приразнообраз1иноиен- 
«въ прибыли и убытка. 

ВвгЁст^ съ ткиъ установлевное раньше услов1е безобидности 
гръ превращается въ требоваше, чтобы ддя каждаго игрока 
[атеиатическое ожидате прибыл, приведенной къ одеону но- 
юнту времени, было нулеиъ. 

Вероятности, которыя наиъ придется разснатривать, опре- 
41ЯЮТСЯ посредствоиъ таблидъ смертности. 

Изъ таблвцъ смертности получается рядъ чнселъ 

к.^^^.к* 

кк ^д^(^, показываетъ какое число лцъ доживаеть до воз- 
аста а-нг-н! л^тъ изъ ^/д^^ лцъ, им-бющихъ возрастъ ач-* 
Ьтъ. 

Сообразно этому дробь 

удетъ вероятностью лицу возраста ач-г Лть дожвть до 
-I- 1 -ь 1 л^тъ, а дробь 

■Уа-«-< — Уа-ь<-1-1 

ыразитъ вероятность тому же лцу, возраста а-»-* л^ть, уме- 
еть въ течен1и одного года. 
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Дал^е нетрудно заключить, что дробь 

представить вероятность лицу возраста а -ь е огБгь дожить до 
а-^г-^п л^тъ, дроби же 



представляютъ соотв^&тственно в'1роятности лицу возраста а-^г 

л^тъ умереть въ возрасти 

# 

отъ ач-г до а-ье-н! л^тъ, отъ ач-гч-1 до а-1-г-ь2 л*тъ, и т. д. 
По числамъ 

составляется другой важный рядъ чиселъ 

О — ^д , О = -^д-*-* , , о , = ^д^« , . . . , 

" (1-1-1)» ^а-»-1 {1-4-^)а-Н1' ^а-*^ (1-1- <)«-^-* 

гд'б (I) означаетъ н^^которое постоянное, наприм'Ёръ а. 
Рядъ 

состоитъ изъ конечнаго числа членовъ; складьшая ихъ съ того 
или другого члена до посл^дняго! образуемъ трет1й рядъ чвселъ 






^« =««-.! Ч 


»-^а-Ь2"^в(1Ч-8"*" 


^а+1= 


Яа^г ■ боч-з "*" 


8а^г= 


^ач-1 ' 



Приведенньши числами можно воспользоваться для р'Ьшен1я 
сл']&дующихъ задачъ, относящихся къ страхован1ю одного лица. 

Задача 1*'. Опредтмить спипшость единт^ капитала, 
уплачиваемой лицу возраста с лмт по достиоюети имл воз- 
раста д лмпг, причемъ 9та стоимость должна быть отнесена 
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; тому моменту времени, когда вышеупомянутое лицо имлет» 

\^раетъ с ллтъ. 

Искомая стоииость, квкъ нетру;^о догадаться, выражаетея 

)0изведев1еиъ 

^* 1 

137 (1 -*-*)*-«* 

)торое равно отаошешю 

9с ' 
Есдв найдется N4 лщъ, возраста с хктъ, ш кашдое изъ впъ 
гесегь въ общую кассу капитадъ 



) составится сумма 


я. 


(1 + 1)--.' 






(1-Ц).-.. 




яорая черви, д — с 


Лтъ 


превратится 


въ 



ла сохраавтся принятый наии размерь роста вапнтада. 

Съ другой стороны, ес1и эти ^^ лицъ будутъ вымирать со- 
[асно принятой нами таб^шI,-Ё смертности, то къ иоменту рас- 
[аты изъ ннхъ останется въ живыхъ Л'^ лцъ, который и мо- 
ггь получить по одной единице капитала изъ общей кассы, со- 
!ржащев N^ единицъ капитала. 

Это разсужден1е нодтверждаеть верность найденнвго наки 
гсла 

3. 1 — Ял 

Nс [1-^1)0-'— ^^ ' 

Задача ^. Лицо возраста с лктъ желаетъ получать еоке- 
дную постоянную пенсъю А, начиная съ момента достиакенгя 
кг возраста с-*~г лптъ до смерти. 

Опредплить какою суммою X обезпечивается эта пенсъя въ 
1>ментъ, когда вышеуказанное лицо импетг с лтмпт. 

Предположинъ, что ежегодная ненс1я А не распределяется 
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ПО частямъ года, а выдается вся ц'Ьлкомъ, и сообразно этому 
отнесеиъ ежегодную пенсш А къ т^жъ моментамъ времени, 
когда разсматриваемое лцо будетъ последовательно достигать 
возрастовъ 

с -н * хЬтъ, с -ь ^ -ь 1 л^тъ, с -4- $ -ь 2 л*тъ, . . . • 

При такомъ предооложен1И получимъ, на основаши рйшешя 
предыдущей задачи, рядъ посл^довательныхъ стоимостей 

Со ' Яо ' Яс ' 

сумма которыхъ 

Яс ^ 

выразить искомую величину X; следовательно 

^^ Яо 

Найденная нами величина X можетъ быть разсматриваема 
какъ нормальная сумма, которую должно потребовать страховое 
учреждеше отъ лица возраста с за предоставлеше ему права на 
ежегодную пенс1ю А^ если выдача пенсш начинается съ момента 
достижен1я вышеупомянутымъ лицомъ возраста с -4- < и продол- 
жается до смерти этого лица. 

Задача 3^. Найти^ какую сумму Т должно потребовать 
страховое учрежденге за предоставленгСу наслгьдиикамъ лица 
возраста с, права получить сумму А въ моментъ смерти дтою 

лит. 

Другими словами, требуется определить стоимость этого 
права, когда застрахованное лицо находится въ живыхъ и им^- 
етъ возрастъ с л^тъ. 

Для упрощен1Я вопроса пргурочимъ предстоящую смерть за- 

страхованнаго лица къ тёмъ моментамъ, когда оно достигаетъ 

возрастовъ 

с л^тъ, с-ь 1 л^тъ, с-*- 2 л^тъ, и т. д., 
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считая, что въ случа'Б, если смерть 1ица посл*1дуетъ между воз* 
растомъ с-ы'ис-#-«-4-1 л*тъ, его нас^^Ьдники получать сумму 
А уже въ тотъ моиеетъ, когда возрастъ этого лица будеть 1>а- 
венъ с-^% годамъ. 

Такое предположен1е, значительно упрощающее расчеть^ 
преувеличиваетъу до н'1которой степени, искомую стоимость. 

Чтобы получить затбмъ величину меньшую, ч1^мъ искомая 
стоимость, достаточно подвивзггь на годъ веб моменты посл^^до- 
вательныхъ выдачъ, что введетъ только простой делитель 1 ч- /. 

Останавливаясь на вышеуказанномъ предположен1И, станемъ 
разсиатривать пожизненное страхованхе лица какъ совокупность 
годовыхъ страхован1й: 

на случай смерти въ возрастЬ отъ с до с -ь 1 л^^тъ, 

на случай смерти въ возраст)^ отъ с -4- 1 до с -ь 2 лЬтъ, 

и т. д. 

Стоимости этихъ годовыхъ страховашй, отнесенный къ мо- 
менту времени, когда застрахованное лицо видеть возрастъ с, 
выразятся произведен1ями 

Щ—-^' Ж, 1Т|' N. (1^<)« 

Отсюда заключаемъ, что искомая величина 7, несколько 
преувеличенная, можетъ быть представлена въ вид'Ь суммы 



которая легко приводится къ 

Яе Яе 

Этотъ результатъ, на основаши р^шенхя предыдущей за* 
дачи, можетъ быть истолкованъ въ томъ смысл^^, что наследники, 
получая капиталъ А только посл'Ь смерти застрахованнаго лица, 



г 



^^^^Лг^'^-^^^ 



*ч I 
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лишаются, во все время его жизни, процентовъ съ этого капи- 
тала. 

Если разд^^IИ1IЪ найденную величину 



^ (>-'*) 



на 1 -н <, то получимъ величину 



1-н* 



(•-'*). 



которая, согласно выше сказанному, будетъ меньше искомой 
стоимости 7*. 

Наконецъ для достижен1Я большей точности можно пр1уро- 
чить смерть застрахованнаго лица къ г1мъ моментамъ, когда 
оно достигаетъ возрастовъ 



■г- л^тъ, с 



У л*тъ, с 



■^ л-Ьтъ и т. д.; 



тогда получится для искомой стоимости Т третье значен1е 



У1-н« 



(>-'!). 



о которомъ уже нельзя будетъ сказать, превосходить ли оно Т 
или н^тъ. 

Зам1^тимъ, что мы им'Ьемъ зд'Ьсь одинъ изъ гЬхъ важныхъ 
для практики случаевъ, когда существованхе искомой величины, 
въ строгомъ математическомъ смысл'Ь, не можетъ быть устано- 
влено; поэтому въ данномъ случа')^ пе можетъ быть и р'Ьчи о точ- 
ной Формуле. 

Задача 4^. Лит возраста с уплачиваешь страховому уч- 
реоюденгю ежегодно сумму л?, начиная съ момента достиженгя 
возраста с до своей смертщ съ тгьмъ условгемъ, чтобы насАпд- 
нинамъ 9тою лица была выдана сумма А тотчасъ послгь ею 
смерти. 

Опредтмить нормальную величину отношенгя — • 

Согласно р^шетю задачи 2""' стоимость всбхъ суммъ, кото- 

18 



**^/ 









^:1 
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рыя уплатить застрахованное лицо страховому учреждешю при- 
водится для начала страхован1я къ 



(1 - ё) - 



Съ другой стороны на основанш р^шенхя задачи 3*' можно 
признать, что для того же момента времени стоимость суммы Л^ 
которую страховое учреждете должно будетъ уплатить насл'Ьд- 
никамъ лица, приводится къ 



=(1-4)- 

1-нЛ Се/ 



Поэтому, на основан1и условхя безобидности игръ, ингЬемъ 



откуда выводимъ 

1 — *^ 



8с 



X 



Яс^ 1 Яс-*8с 



Яс 

§ 40. Переходя къ такимъ страхован1ямъ, который обуслов* 
лены жизнью и смертью двухъ лицъ, положимъ для большей 
общности, что эти два лица принадлежать къ различнымь кате- 
горхямь людей, и что потому къ нимь сл^дуеть прим^^нять раз- 
личный таблицы смертности. 

Сохранимъ для одного лица прежнш рядъ чиселъ 






ач->' 



въ выше разьясненномь смысле; а для другого лица будемъ упо- 
треблять, вь томь же смысл^^, новый рядъ чиселъ 



К' К' К' N' 



я-1-8> 



Тогда, если первое лицо им^етъ возрастъ с л^^ть^ а второе 
возрастъ д Лтъ^ то в1^роятность прожить имъ обоимъ % жкгь 
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выразится произведен1енъ 






При тЬхъ же услов1яхъ в1&роятность, что первое лицо ум- 
ретъ въ течен1и % хЬтъ, а второе останется въ живыхъ, пред- 
ставится произведешеиъ 

■Уд — Nе•*^^ Щ^4 . 

И вероятность, что второе лицо унретъ въ течен1И г лЪть, а пер- 
вое останется въ живыхъ, представится произведец1емъ 

Наконецъ произведен1е 

выразить в'Ёроятность, что оба лица умрутъ въ течеши $ л'Ьтъ. 
Для р'Ьшен1я нижесл^дующихъ задачъ полезно ввести три 
системы чиселъ: 

^« N^ (!-*-« "^(1н-«)*'*"(1-*-^)8'*"' • • -1» 
^^■"2\Г'^ I 1-^г "*'(1-ь«)*"*"(1-ь <)»"*" /' 

тх^ подъ буквами с и д мы подразум^ваемь любое изъ чиселъ 

а, ан-1, а-*- 2, ан-З,.... 
Число 

1-4-Х 

представляетъ, на основанаи рЁшен1я задачи 2^', стоимость еди- 
ницы капитала, уплачиваемой ежегодно первому лицу, или пер- 
вымъ лицомъ, съ момента достнжен1я имъ возраста с до смерти, 




^ 
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при чемъ эта стоимость отнесена къ моменту первой уплаты, 
когда вышеупомянутое лицо им'Ьетъ возрастъ с хЬтъ. 
Подобный же смыслъ им1^етъ для второго лица число 

Что же касается числа 

то оно выражаетъ, какъ нетрудно убедиться, стоимость ежегод- 
ныхъ уплатъ единицы капитала, производимыхъ при услов1и су- 
ществован1я въ живыхъ обоихъ разсматриваеиыхъ нами лицъ, 
при чемъ эта стоимость, подобно предыдущимъ, относится къ 
моменту первой уплаты, который совпадаетъ съ моментами до- 
стижен1я вышеупомянутыми лицами возрастовъ с л^ктъ и д жЬть. 

Задача 5". Лицо возраста с л-Ьтъ желаетъ, чтобы тотчасъ 
посл^ его смерти страховое учрежден1е выдало другому лицу, 
возраста д л'Ьтъ, капиталъ А^ если смерть перваго лица восжЬ- 
дуетъ въ тотъ промежутокъ времени, когда его возрастъ будетъ 
заключаться между с-^г и с н- ё -♦- 1 годами. 

Определить стоимость этого капитала, приведенную къ мо- 
менту, когда первое лицо им'бетъ возрастъ с хЬтъ^ а второе д 
хЪгь, 

Если бы уплата капитала А не была обусловлена жизнью 
второго лица, то искомую стоимость можно было бы предста- 
вить произведен1емъ 

на основаши сказаннаго нами при р^^шен^и задачи 3*". 

Теперь же мы должны прибавить еще одинъ множитель, 
выражаюп^ш вероятность, что въ моментъ смерти перваго лица 
второе окажется въ живыхъ. 

Этотъ множитель лежитъ между 



^5 ' 



N1, " т 
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ибо въ разсматриваемый иоментъ смерти перваго лица возрасгь 
второго лица заключается между дч-гя дч-г-^! годами. 
Допуская же, что въ моментъ смерти перваго лица возрастъ 

второго равенъ д-^гч--^^ мы за вышеупомянутый множитель 

можемъ принять 

Итакъ за величину искомой стоимости можно считать про- 
изведен1е 

Этотъ результатъ послужить основанхемъ для дальн'Ьйшихъ 
нашихъ выводовъ. 

Задача 6^. Лит возраста с вносить въ страховое учреж- 
деихе капиталь Т сь ттьмг условгемЬу чтобы тотчась по смерти 
этою лит быль выданъ катшпалъ А другому лищ водро/ста д. 

Найти нормальную величину отношенгя 

г 

_^_ • 

А 

Страхован1е, о которомъ идетъ р^чь, можно разсматривать 
какъ совокупность годовыхъ страхован1Й, стоимость которыхъ 
мы только что опред'блили. 

На этомъ основан1и нетрудно установить равенства 

ГД* 

^-— \)у 1} ^Шу ^} • • • • 

Зд^тЬмъ посредствомъ простыхъ преобразован1й выводимъ 
2'^^'"*"'^^"2"(^ — '^«» ^) 2^ (!"*" Д?-М. д) 
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Задача 7^. Лит возраста с и другое лит еозраапа д вио- 
сятъ въ страховое учреоюдете капиталь 2 съ ттьмв условгемь^ 
чтобы тотчасъ по смерти кого иибудь изъ нихг быль выдаиъ ка- 
пишешь Л оставшемуся въ оюивыхъ. 

Найти нормальную величину отношетн 

На основанш уктшя задачи 6^' произведен1е 



выражается суммою 

у (1 <Хс, а) ^^ (1 -ьХ^^!^ ^) -4- 22^* (1 "^ ^с. <>+1) 

которая приводится къ 

1— <^...- 

Этотъ результатъ можно вывести изъ того соображен1я, что 
два лица, получая капиталъ А только посл^ смерти одного изъ 
нихъ, лишаются процентовъ съ капитала А во все время, пока 
они оба живы. 

Задача 8^. Лицо возраста с и другое лицо возраста д вно- 
сятъ ежегодно въ страховое учрежденге капиталь х^ пока оба 
а/сивы у съ ттьмъ условгемъ^ чтобы тотчасъ по смерти кого нибудь 
изъ нихъ оставшемуся въ оюивьисъ быль выданъ капиталь А. 
Найти нормальную величину отнои^енгя 

X 

л 
На основан1и р'Ёшен1я предыдущей задачи получаемъ 

X 1 — еХе.д ^ 1 

если первая уплата капитала х происходить въ тотъ моментъ, 
когда вышеупомянутый лица им'бютъ возрасты с хЬтъ и д Лть. 
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Задача 9^. Лицо возраста с вносить въ страховое учреж- 
денге капитам 2 съ птнб^ чтобы другому лищ возраста д была 
обезпечена ежегодная пооюизненная пенсгя А съ момента смерти 
п^рваго лица. 

Опредгьлыть нормальную величину отношенгя -р • 

Для упрощен1я расчета пр1урочимъ вс!^ выдачи пенс1и къ 
т&мъ моментамъ, когда второе лицо достигаетъ возраста 

д -♦- 1 Лть, (? -♦- 2 1*тъ, ^ -I- 3 хЬтъ и т. д. 

Дад'&е УСЛ0В1Я задачи истолкуемъ такимъ образомъ, что при 
достиженш возрастовъ 

(? н- 1 л'Ьтъ, (? -4- 2 л'Ьтъ, (? -н 3 л*тъ и т. д. 

второе лицо во всякомъ случа')^ получаетъ пенсш А^ которую 
однако оно тотчасъ возвращает1> страховому учрежденш, если 
и первое лицо оказывается живымъ. 

При такомъ толкован1и вопроса легко получается Формула 

Желающимъ ознакомиться подробн'Ёе съ различными вопро- 
сами страхован1я жизни и прхемами ихъ р^^шен1я укажемъ ка- 
питальное сочиненхе Б. Ф. Малешевскаго «Теор1я и практика 
пенсшнныхъ кассъ»; оно содержитъ также изложеше прхемовъ 
составлен1я таблицъ смертности. 
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